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ВСТУП

Точковi вихорi на сферi – це модель, яка дозволяє якiсно вивчити по-

ведiнку центрiв завихреностi поля швидкостей на поверхнi сфери. Дана

модель та її похiднi досить широко використовуються в геофiзицi, метео-

рологiї, чисельних методах.

Ключовими характеристиками руху довiльної динамiчної системи є її

положення рiвноваги, а саме стiйкi положення рiвноваги, або в бiльш за-

гальному випадку стiйкi багатовиди. Сучасний розвиток диференцiальної

геометрiї та теорiї груп дозволяє провести дослiдження стiйкостi положень

рiвноваги довiльної динамiчної системи з урахуванням присутнiх симетрiй

та геометрiї поверхнi руху.

У данiй дисертацiйнiй роботi методами аналiтичної та геометричної ме-

ханiки дослiджено стiйкiсть положень рiвноваги точкових вихорiв на по-

верхнi сфери. Результати проведеного дослiдження є наступним кроком у

задачi дослiдження динамiки руху вихорiв на сферi.

Актуальнiсть теми. Динамiка руху точкових вихорiв є активною

областю дослiдження науковцiв уже понад сто рокiв. Починаючи вiд моде-

лi атома лорда Кельвiна, модель точкових вихорiв знаходить застосування

в рiзних галузях фiзики. Конфiгурацiї точкових вихорiв для надпровiдни-

кiв другого типу були вперше передбаченi Абрикосовим [3], першi знiмки

яких можна знайти у роботi [16]. Сучаснi дослiдження конденсату Бозе-

Ейнштейна[1, 46, 4], свiдчать про те, що модель точкових вихорiв в iде-

альнiй рiдинi адекватно описує процеси, якi спостерiгаються в конденсатi

Бозе-Ейнштейна. Також двовимiрнi конфiгурацiї точкових вихорiв можна

спостерiгати у плазмi [15] та надрiдкому гелiї [47].
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Моделi точкових вихорiв також досить широко використовуються в су-

часнiй геофiзицi. Дослiдження руху вихрової пари на β-площинi [48] та

стiйкiсть вихрових структур на рухомiй сферi [13] однi iз багатьох питань

якi знаходяться в стадiї активного дослiдження.

Першi роботи по дослiдженню стiйкостi конфiгурацiй точкових вихорiв

на сферi з’явились на протязi останнiх 10 рокiв [40, 29, 32] i продовжу-

ють перiодично з’являтись на сторiнках провiдних наукових видань. Тому

задача про стiйкiсть конфiгурацiй точкових вихорiв на поверхнi сфери є

актуальною задачею, дослiдженню якої присвячена ця дисертацiйна робо-

та.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконана у рамках аспiрантського плану по кафедрi

теоретичної та прикладної механiки, затвердженого рiшенням вченої ради

механiко-математичного факультету, та бюджетної науково-дослiдної теми

«Мiкромеханiка тонких плiвок на комбiнованiй шаруватiй пружнiй основi

– експериментальнi методи iндентування надтонких плiвок та теоретичнi

розрахунки» (№ держреєстрацiї 0106U005865, 2006-2010 рр).

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є теоретичне вивчен-

ня стiйкостi симетричних конфiгурацiй точкових вихорiв на поверхнi сфе-

ри та знаходження залежностi знайдених областей стiйкостi вiд значень

iнтенсивностi точкових вихорiв.

Досягнення мети передбачає :

• вивiд рiвнянь руху точкових вихорiв у шарi iдеальної нестисливої

рiдини на поверхнi сфери;

• знаходження положень рiвноваги;

• формулювання i розробка методики дослiдження стiйкостi гамiльто-

нових систем з симетрiєю;

• застосування розробленої методики до задачi про рух точкових вихо-
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рiв;

• аналiз областей стiйкостi в залежностi вiд параметрiв системи.

Об’єктом дослiдження є тонкий шар iдеальної нестисливої рiдини сфе-

ричної форми.

Предметом дослiдження є стiйкiсть рiвноважних конфiгурацiй точко-

вих вихорiв, якi iснують в такому сферичному шарi iдеальної нестисливої

рiдини.

Методи дослiдження. Для досягнення сформульованої мети у роботi

розвинено i використано методи математичної фiзики та диференцiальної

геометрiї. Вивiд рiвнянь руху здiйснюється на основi методу функцiї Грiна

для оператора Бельтрамi-Лапласа. Для знаходження положень рiвноваги

використовуються методи лiнiйної алгебри та векторного числення. Задача

про стiйкiсть знайдених положень рiвноваги аналiзується за допомогою

методiв дослiдження гамiльтонових систем з компактними неперервними

та дискретними симетрiями.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основними новими на-

уковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

• класифiковано положення рiвноваги чотирьох точкових вихорiв;

• знайдено новi положення рiвноваги у формi кубооктаедра та iкосiдо-

декаедра;

• проведено повне дослiдження стiйкостi положень рiвноваги у формi

кубооктаедра та iкосiдодекаедра. Показано, що данi положення рiв-

новаги є нестiйкими;

• отримано умови стiйкостi положення рiвноваги у формi тетраедра;

• розвинено методику дослiдження стiйкостi гамiльтонових систем з

компактними неперервними симетрiями.

Вiрогiднiсть. Вiрогiднiсть отриманих результатiв та висновкiв забез-

печується строгiстю (в рамках моделi точкового вихору в iдеальнiй нести-
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сливiй рiдинi) i коректнiстю математичного формулювання задачi; викори-

станням апробованих аналiтичних i чисельних методiв; узгодженням окре-

мих результатiв з вiдомими розв’язками задач та з результатами приведе-

ними в багатьох наукових виданнях.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi резуль-

тати є безперечним внеском у задачу дослiдження руху точкових вихорiв

на поверхнi сфери. Вони можуть бути використанi при розробцi загальних

теорiй дослiдження нелiнiйних динамiчних систем та при побудовi моде-

лей, якi описують рух областей завихреностi планетарного масштабу. Ма-

терiали дисертацiйної роботи включено до спецiального курсу “Динамiка

концентрованих вихорiв”, який викладається на механiко-математичному

факультетi Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-

ка.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiдже-

ння доповiдалися на мiжнародних наукових конференцiях:

• IUTAM Symposium “150 Years of Vortex Dynamics”, м. Копенгаген, Да-

нiя, жовтень 2008 р.;

• “Моделювання та дослiдження стiйкостi динамiчних систем”, м. Київ,

травень 2009 р.;

• “Регулярная и хаотическая гидродинамика”, м. Iжевськ, Росiя, тра-

вень 2010 р.

Результати дослiдження доповiдались на науковому семiнарi “Сучаснi

проблеми механiки” (керiвники акад. НАН України В. Т. Грiнченко, чл.-

кор. НАН України А. Ф. Улiтко, проф. В. В. Мелешко) Київського нацiо-

нального унiверситету iменi Тараса Шевченка (травень 2008 р., вересень

2009 р.).

Дисертацiйна робота доповiдалась в повному обсязi та отримала пози-

тивну оцiнку на:
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• семiнарi кафедри теоретичної та прикладної механiки механiко-математичного

факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-

ченка (м.Київ, вересень 2009 р.);

• Республiканському семiнарi з гiдромеханiки Iнституту гiдромеханiки

НАН України пiд керiвництвом акад. НАН України В. Т. Грiнченка

(м. Київ, червень 2010 р.);

• семiнарi “Чисельне моделювання методами дискретних особливостей

в математичнiй фiзицi” Харкiвського нацiонального унiверситету iме-

нi В. Н. Каразiна пiд керiвництвом проф. Ю. В. Ганделя (м. Харкiв,

липень 2010 р.);

• семiнарi “Фундаментальнi та прикладнi питання механiки суцiльних

середовищ” кафедри теоретичної механiки Харкiвського нацiонально-

го унiверситету iменi В. Н. Каразiна пiд керiвництвом проф. М. Ф. Пацегона

(м. Харкiв, липень 2010 р.).

Публiкацiї та особистий внесок здобувача. Основнi результати

дисертацiї опублiковано у 4 наукових статтях у виданнях, затверджених

ВАК України фаховими виданнями.

Основнi результати роботи отриманi дисертантом самостiйно. В опублi-

кованих наукових роботах авторовi належить участь у постановцi задачi,

виведеннi рiвнянь руху, знаходженнi положень рiвноваги, розробцi способiв

дослiдження стiйкостi, аналiзi отриманих результатiв. Зокрема у роботах

[74, 72] дисертант провiв вивiд рiвнянь руху, реалiзував аналiтичнi пере-

творення. В роботi [73] дисертант знайшов новi положення рiвноваги та

дослiдив стiйкiсть знайдених положень рiвноваги.

В роботах [74, 72, 73] науковому керiвнику В. В. Мелешку належить по-

становка розглянутих завдань, iдеї проведення аналiтичних перетворень та

обговорення результатiв. Спiвавтор П. К. Ньютон в роботах [72, 73] провiв

аналiз можливих траєкторiй руху, запропонував метод знаходження поло-
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жень рiвноваги та приймав участь в обговореннi результатiв.

Структура роботи. Дисертацiйна робота складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв, висновкiв та списку лiтератури з 81 джерела. Робота мi-

стить 13 рисункiв i 3 таблицi; повний обсяг становить 119 сторiнок, з яких

109 сторiнок основного тексту.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ

В роздiлi наведено огляд стану наукової задачi, яка є предметом до-

слiдження, i розглянуто основнi методи знаходження положень рiвноваги

та дослiдження стiйкостi гамiльтонових систем з симетрiями. Проведено

порiвняння наведених методiв.

1.1. Сучасний стан задачi про стiйкiсть положень рiвноваги

точкових вихорiв

Сучасна вихрова теорiя бере свiй початок з визначної статтi Гельм-

гольца "Про iнтеграли рiвнянь гiдродинамiки, якi вiдповiдають вихровим

рухам"[20]. В цiй роботi вчений означив вихровий рух, як рух iдеальної не-

стисливої рiдини за вiдсутностi однозначного потенцiалу швидкостi. Також

автор ввiв такi класичнi поняття гiдродинамiки як вихрова лiнiя i вихрова

нитка. Далi, користуючись результатами Кошi та Стокса, Гельмгольц вивiв

три закони збереження вихрового руху1:

1. Частинки рiдини, якi не обертались в певний момент часу, не будуть

обертатись i через деякий час.

2. Всяка вихрова лiнiя залишається постiйно складеною з одних i тих

же частинок рiдини i пересувається в рiдинi разом з ними.

3. Добуток швидкостi руху на поперечний перетин є величина постiйна

на всiй довжинi однiєї i тiєї ж вихрової нитки.

З останнього закону випливає, що вихровi нитки не можуть починатись

або закiнчуватись в серединi рiдини, вони або є замкненими лiнiями, або є

1Приведенi закони є вiльним перекладом тверджень оригiнальної статтi Гельмгольца.
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лiнiями якi сполучають двi точки на границi рiдини. В своїй роботi Гельм-

гольц привiв приклад прямолiнiйних та кiльцеподiбних вихорiв. У випадку

кiльцевих рухiв, вiн привiв приклад двох частинних рухiв: перший, коли

вихровi нитки рухаються назустрiч одна однiй i радiуси їх кiлець зроста-

ють; другий - вихорi рухаються в одну сторону причому одне iз кiлець

сповiльнюється i розширяється поки через нього проходить друге кiльце

i цей процес циклiчно повторюється. Гельмгольц також описав рух пара-

лельних прямолiнiйних вихрових ниток, якi являють собою точковi вихорi

на площинi.

Пiсля Гельмгольца теорiю точкових вихорiв на площинi розвинув Кiрх-

гоф у своїх лекцiях по математичнiй фiзицi [64]. Вiн вперше вивiв рiвняння

руху N точкових вихорiв на площинi. Знайшов першi iнтеграли та вказав

гамiльтонову структуру системи. Кiрхгоф також бiльш детально, в порiв-

няннi з Гельмгольцем, дослiдив рух вихрової пари (два вихорi рiвної за

абсолютним значенням, але протилежної за знаком iнтенсивностi). Також,

в пiзнiших виданнях лекцiй, автор розглянув рух у випадку трьох точкових

вихорi на площинi.

Кiрхгоф розглянув особливий випадок, коли паралельнi вихровi нитки

повнiстю заповнюють внутрiшнiсть елiптичного цилiндра. Вiн показав, що

елiпс залишається елiпсом з часом, але вiдбуваються деформацiї його осей.

Дана модель елiптичного вихору називається вихором Кiргофа i викори-

стовується при вивченнi руху п’ятен завихреностi.

Вольтер Грьоблi у своїй дисертацiї [17] детально дослiдив задачу про

рух трьох точкових вихорiв на площинi. Вiн вказав, що дана задача допу-

скає три незалежних iнволютивних iнтеграли руху, а тому допускає запис

розв’язку в квадратурах. У своїй роботi Грьоблi зосереджується на випад-

ку рiвних iнтенсивностей, а також вивчає взаємодiю з вихором одиничної

iнтенсивностi. Також, в данiй дисертацiї, автор дослiдив частинний випа-

док руху чотирьох вихорiв (у випадку осьової симетрiї) та бiльш загальний
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випадок руху 2N вихорiв за наявностi N осей симетрiї.

Подальшi дослiдження iнтегровного випадку руху трьох точкових ви-

хорiв на площинi провiв Синг [43]. У своїй роботi вiн привiв без доведення

5 теорем2:

1. Якщо в заданiй конфiгурацiї iнтенсивностi всiх вихорiв раптово змi-

нять знак, то система пройде через всi конфiгурацiї в яких вона була

ранiше.

2. Якщо в момент часу t0 маємо колiнеарну конфiгурацiю, то конфi-

гурацiї в моменти часу t0 ± τ є дзеркальними вiдображеннями одна

одної для довiльного значення τ .

3. Система не може пройти бiльше нiж через двi рiзнi колiнеарнi конфi-

гурацiї; час необхiдний для проходження вiд однiєї колiнеарної кон-

фiгурацiї до iншої однаковий.

4. Нехай iснує двi системи вихорiв S1 та S2, кожна складається з одна-

кового числа вихорiв, i iнтенсивностi вихорiв в конфiгурацiї S1 рiвнi

iнтенсивностям конфiгурацiї S2 помноженим на число K; допустимо

також, що в початковий момент конфiгурацiї є подiбними, без дзер-

кальних вiдображень, i довжини сторiн в S1 рiвнi довжинам в S2

помноженим на число L. Тодi наступнi конфiгурацiї системи S2 через

час t2 подiбнi, без дзеркальних вiдображень, до конфiгурацiй системи

S1 через час t1, де t2 = t1(L
2/K2).

5. Якщо iнтенсивностi всiх вихорiв мають однаковий знак, їх взаємнi

вiдстанi обмеженi зверху i знизу увесь час (позитивний та негатив-

ний).

Синг сформулював та довiв критерiї яким повиннi задовольняти фiксованi

положення рiвноваги. Також вiн ввiв трилiнiйнi координати для зображе-

ння фазового портрету i дослiдив можливi рухи трьох точкових вихорiв на

2Приведенi теореми є вiльним перекладом оригiнальної роботи Синга.
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фазовiй площинi.

Роботи Грьоблi та Синга були частково забутi i в книзi Бетчелора[60]

задача про рух трьох точкових формулюється як не розв’язана. Це послу-

жило причиною для повторного дослiдження проблеми. У роботах Новiко-

ва [76] та Арефа [5] заново приводиться опис руху трьох точкових вихорiв

на площинi.

Слiд вiдмiтити, що на початку XX-го сторiччя лорд Кельвiн привернув

увагу до задачi про рiвновагу точкових вихорiв на площинi запропонував-

ши модель вихрових атомiв. Вiн постановив задачу про рiвновагу точкових

вихорiв однакової iнтенсивностi розташованих у вершинах правильних ба-

гатокутникiв (кiлець вихорiв) та провiв аналогiю з проблемою рiвноваги

плаваючих магнiтiв [45]. Як показав лорд Кельвiн точковi вихорi, а також

магнiти, якi зображають вихори в модельному експериментi, будуть обер-

татися навколо центра симетрiї даної системи. Розв’язок Дж. Дж. Томсона

задачi про рiвновагу кiлець вихорiв був удостоєний премiї Адамса 1883-го

року [44]. У данiй роботi автор довiв, що при N 6 6 конфiгурацiя вихорiв

розташованих у вершинах правильного N -кутника буде лiнiйно стiйкою.

Хоч Томсон i допустив арифметичну помилку при дослiдженнi випадку

N = 7 отримавши нестiйкiсть конфiгурацiї, але завдяки цьому вiн зробив

правильне припущення про нестiйкiсть конфiгурацiй при N > 8. Т. Х. Ха-

велок [19] довiв припущення Томсона i показав, що випадок N = 7 є осо-

бливим i не може бути дослiджений методами лiнiйних наближень. Пов-

ний розв’язок задачi про стiйкiсть кiлець вихорiв було приведено у роботi

Л. Г. Куракiна та В. I. Юдовича [29] в 2002 роцi. Дослiдження стiйкостi

двох вкладених кiлець вихорiв приведено у роботi [32]. Детальний аналiз

руху симетричних конфiгурацiй точкових вихорiв на площинi проведено в

роботi Х. Арефа[6].

Питяннями руху точкових вихорiв на сферi вперше зацiкавився I. С. Гро-

мека [63]. Дану задачу вченому поставив його науковий керiвник професор
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В. В. Преображенський. У своїй роботi Громека дослiдив поведiнку нескiн-

ченно тонких вихорiв в обмеженiй областi на нерухомiй сферi. Для цього

вiн вивiв рiвняння руху нескiнченно тонких вихорiв на площинi, а потiм

застосовуючи картографiчне перетворення координат перенiс результати

на поверхню сфери. Для опису динамiки на повнiй сферi Громека стягує

границю областi в точку. Автор приводить доведення того факту, що якщо

в початковий момент область завихреностi була круглою, то вона буде за-

лишатись такою i надалi. Допустивши помилку (пов’язану з розподiлом

швидкостей вздовж лiнiї роздiлу) в кiнцi своєї роботи, Громека доводить

хибне твердження: у випадку коли сумарна iнтенсивнiсть вихорiв не рiвна

нулю на нерухомiй сферi не може iснувати вихровий рух.3

Рiвняння руху точкових вихорiв на поверхнi цiлої сфери, вперше ви-

вiв у своїй дисертацiйнiй роботi Е. Цермело[49]. В нiй автор користуючись

рiвняннями Лагранжа другого роду та формулою для квадрата елемента

кривої на поверхнi отримав рiвняння руху важкої точки пiд дiєю потен-

цiальних сил на довiльнiй двовимiрнiй поверхнi. Потiм ввiвши поверхневу

густину та функцiю тиску Цермело вивiв рiвняння руху рiдини на довiль-

нiй поверхнi. Дослiдивши потiк маси через криву, автор отримав рiвняння

нерозривностi для довiльної двовимiрної течiї. При дослiдженнi циркуляцiї

швидкостi, автор довiв теореми Гельмгольца для рiдини, яка рухається в

двовимiрнiй поверхнi. Також автор означив точковий вихор на двовимiр-

нiй поверхнi, як "точку в рiдинi, яку рiдина буде обтiкати з нескiнченою

швидкiстю, а сусiднi до неї лiнiї току будуть описувати малi елiпси зi зро-

стаючою швидкiстю при наближеннi до неї".4 Ввiвши поняття потенцiалу

простого вихору на сферi та потенцiалу n мас на сферi, Цермело отримав

3Пiзнiшi роботи показують можливiсть iснування вихрового руху з довiльними iнтенсивностями, за

умови накладання постiйної завихреностi за межами точкових вихорiв.
4Приведене означення є вiльним перекладом означення наведеного в росiйському перекладi оригi-

нальної роботи Цермело [80].
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рiвняння руху точкових вихорiв на сферi, довiв теорему про збереження

центру завихреностi та отримав результати про рух кругових областей за-

вихреностi. В останньому роздiлi своєї роботи Цермело провiв дослiдження

руху трьох точкових вихорiв на сферi.

На жаль, результати Цермело були на довгий час забутi. Тому вивiд

рiвнянь руху точкових вихорiв на сферi повторили з рiзним успiхом iн-

шi вченi. Зокрема, О. В. Голубєва у роботi [62] отримала рiвняння руху

точкових вихорiв та вихреджерел на поверхнi сфери.

Сучасний метод виведення рiвнянь руху вперше привiв у своїй роботах

Богомолов[53, 54, 55]. Вiн користуючись функцiєю Грiна для оператора

Бельтрамi-Лапласа описує рух точкових вихорiв як у випадку нерухомої

сфери, так i у випадку рухомої. Подiбний, але бiльш лаконiчний вивiд рiв-

нянь можна знайти у роботах [26, 74, 73, 72]. Рiвняння руху на поверхнях

постiйної кривини можна знайти в роботi [25]. Рух вихорiв на поверхнi тiла

обертання описано у роботi [18].

Незалежнi дослiдження iнтегровної задачi про рух трьох точкових вихо-

рiв на сферi були опублiкованi у 1998 роцi у роботах О. В. Борисова[9, 10] та

П. К. Ньютона [22].5 У цих роботах автори вводячи трилiнiйнi координати

на фазовiй площинi (по аналогiї з плоским випадком, розглянутим Сингом)

описують можливi траєкторiї руху. Як продовження роботи про рух трьох

точкових вихорiв в роботi[23] проводиться аналiз зiткнення даних вихорiв

на сферi. Застосування теореми Пуанкаре дозволило Кiдамбi та Ньютону

у роботi [24] класифiкувати топологiї можливих лiнiй току у задачi про

рух трьох точкових вихорiв на сферi. Як показано у роботах [9, 10, 22] га-

мiльтонова динамiчна система, яка описує рух точкових вихорiв на сферi,

має три незалежних iнволютивних iнтеграли. Наявнiсть двох додаткових

iнварiантiв руху дозволяє провести редукцiю системи на двi степенi вiль-

5Як було вiдмiчено вище, вперше рух трьох точкових вихорiв на сферi дослiдили Е. Цермело та

Е. Лаура на початку XX-го сторiччя [56].
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ностi. Дана процедура продемострована в роботi [57]. Як розвиток моделi

точкових вихорiв у роботi [58] запропоновано модель антиподальних вихо-

рiв, яка не вимагає накладання однорiдного поля завихреностi у випадку

ненульової сумарної циркуляцiї.

Питання знаходження положень рiвноваги точкових вихорiв на сфе-

рi i дослiдження їх стiйкостi привернуло увагу багатьох сучасних вчених.

Д. Халей у роботi [18] показав, що конфiгурацiї двох типiв сформованi з

кiлець вихорiв є положеннями рiвноваги на поверхнi у формi тiл обертання

з дзеркальною симетрiєю. Конфiгурацiя першого типу – вихорi обох кiлець

мають однаковi за абсолютним значенням, але протилежнi за знаком iнтен-

сивностi та знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд площини симетрiї i мають

однаковi кутовi координати. Конфiгурацiї другого типу – вихорi обох кi-

лець мають однаковi за абсолютним значенням, але протилежнi за знаком

iнтенсивностi та знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд площини симетрiї.

Причому вихорi одного кiльця змiщенi на половину кутової вiдстанi мiж

двома найближчими вихорами по вiдношенню до другого кiльця (змiще-

ння на половину фази). У випадку сфери Халей привiв областi стiйкостi

конфiгурацiй першого та другого типу та довiв нестiйкiсть конфiгурацiй

першого та другого типу при N > 7 (N -кiлькiсть вихорiв у кiльцi). Анало-

гiчнi результати незалежно вiд Халей отримав Ф. Лаурен-Полз у роботах

[31, 30]. Лаурен-Полз також показав, що якщо до конфiгурацiй першого та

другого типу добавити вихорi розташованi в полюсах сфери, то конфiгура-

цiя залишиться положенням рiвноваги. Вiн також показав областi стiйкостi

та нестiйкостi таких модифiкованих конфiгурацiй.

У незалежних роботах Г. Кабрала та iн.[11, 8] i Л. Г. Куракiна [67, 27]

показано, що кiльце вихорiв на сферi є положенням вiдносної рiвноваги

та приведено областi стiйкостi вказаних конфiгурацiй. Додатково, у роботi

Кабрала та iн.[11] показано, що кiльце вихорiв залишиться положенням рiв-

новаги за присутностi вихору довiльної iнтенсивностi в довiльному полюсi
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сфери. Кабрал та iн. провели аналiз стiйкостi та зобразили бiфуркацiйнi

дiаграми за присутностi вихору у полюсi сфери.

П. К. Ньютон та Р. Кiдамбi у своїй роботi [22] класифiкували та приве-

ли необхiднi та достатнi умови для того, щоб конфiгурацiя iз трьох вихорiв

була положенням рiвноваги. Слiдом за ними С. Пекарський та Дж. Марс-

ден у роботi [40] дослiдили стiйкiсть рiвнобедрених та рiвностороннiх по-

ложень рiвноваги, наведених у роботi Ньютона та Кiдамбi. У Пекарського

та Марсдена залишено вiдкритим питання про стiйкiсть рiвностороннього

екваторiального положення рiвноваги.

У роботi П. К. Ньютона та М. Джамалудiна [21] використано мето-

ди лiнiйної алгебри для дослiдження положень вiдносної рiвноваги. Вони

привели необхiднi i достатнi умови для того, щоб конфiгурацiя вихорiв бу-

ла положенням вiдносної рiвноваги, а також дали приклади симетричних

положень вiдносної рiвноваги у формi правильних багатогранникiв. У ви-

падку рiвних iнтенсивностей, приведенi Ньютоном та Дамалудiном конфi-

гурацiї дослiдив Л. Г. Куракiн у роботах [67, 27]. Вiн показав, що положення

вiдносної рiвноваги у формi тетраедра, октаедра та iкосаедра є стiйкими,

а у формi куба та додекаедра – нестiйкими.

Систематичне дослiдження симетричних положень вiдносної рiвноваги

точкових вихорiв на сферi з використанням методiв теорiї груп та симпле-

ктичної геометрiї проведено у роботi [33]. В данiй роботi приведено кла-

сифiкацiю можливих симетричних положень рiвноваги та проаналiзовано

частиннi випадки, якi являють собою однокiльцевi та двокiльцевi конфiгу-

рацiї з додатковими незалежними вихорами на полюсах сфери.

Бiльш детальний огляд iсторiї розвитку вихрової динамiки можна зна-

йти в статтi [35]. Повний виклад теорiї вихрового руху можна знайти в

численнiй лiтературi по данiй тематицi, яка включає як пiдручники так i

спецiалiзованi монографiї [71, 36, 59, 61, 79, 77, 65, 50].
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1.2. Методи дослiдження стiйкостi гамiльтонових систем

Мотивацiєю для розвитку методiв дослiдження стiйкостi гамiльтонових

систем послужила задача про стiйкiсть рiдких однорiдних елiпсоїдiв. Iсто-

рiя даної задачi веде до самого Iсаака Ньютона. Видатний вчений iнiцiював

данi дослiдження показавши, що елiпс обертання є положенням рiвноваги

для рiдини, яка обертається. Слiдом за Ньютоном над задачею працювали

такi видатнi вченi як: Маклорен, Джакобi, Майер, Лiувiль, Дiрiхле, Доде-

кiнд, Рiман, Пукнкаре, Картан, Ляпунов та iн.[12].

Перший нелiнiйний критерiй стiйкостi гамiльтонових систем був отри-

манi Дiрiхле у роботi [14]. Вiн вказав, що якщо гамiльтонiан досягає в

положеннi рiвноваги свого строгого мiнiмуму або максимуму, то положен-

ня рiвноваги є стiйким. Раус у роботi [41] розвинув дану теорiю привiвши

критерiї нестiйкостi i означив стiйкiсть вiдносних положень рiвноваги.

Сучасна теорiя нелiнiйної стiйкостi динамiчних систем бере свiй поча-

ток з широковiдомої докторської дисертацiї О. М. Ляпунова на тему "Об-

щая задача об устойчивости движения"[70]. Мотивом для розвитку даної

теорiї була саме задача про стiйкiсть рiдкого елiпсоїда, яку Олександру

Михайловичу поставив його науковий керiвник, Чебишев П. Л. У своїй

роботi Ляпунов привiв два широковiдомi методи дослiдження стiйкостi.

Перший метод Ляпунова полягає в дослiдженнi стiйкостi системи шляхом

iнтегрування i знаходження розв’язкiв збуреної системи. Бiльш цiкавим

є другий, який не вимагає iнтегрування, i полягає в вiдшуканнi функцiї з

певними властивостями. Iснування такої функцiї, так званої функцiї Ляпу-

нова, доводить стiйкiсть або нестiйкiсть дослiджуваної системи. Основний

результат про стiйкiсть автор сформулював у виглядi наступної теореми6:

1.1. Якщо диференцiальнi рiвняння збуреного руху такi, що можна

знайти знаковизначену функцiю V , похiдна якої V ′ в силу цих рiвнянь

6Приведено вiльний переклад з роботи [70].
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була б або знакосталою функцiєю протилежного з V знака, або тотожно

рiвною нулю, то не збурений рух є стiйким.

Наслiдком з цiєї теореми є критерiй Дiрiхле про стiйкiсть гамiльтонових

систем. Користуючись своїм першим методом, Ляпунов наступну теорему

про нестiйкiсть7:

1.2. Якщо серед власних значень лiнеаризованої навколо положення

рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь є хоча б одне з додатною дiй-

сною частиною, то дана система є нестiйкою.

Четаєв у своїй роботi [81] розвинув теорiю Ляпунова та привiв, як при-

клад її застосування, доведення критерiю Дiрiхле.

Наступне узагальнення критерiю Дiрiхле мiститься у роботi В. I. Ар-

нольда[7, 51]. Вiн використавши властивостi функцiй Казимiра довiв, на-

ступний критерiй: якщо iснує функцiя Казимiра C для даної динамiчної

системи така, що перша варiацiя суми гамiльтонiанаH та функцiї C рiвна 0

(δ(H + C) = 0), друга варiацiя суми є знаковизначеною, тодi дослiджувана

система стiйка. Також, в роботi В. I. Арнольда[7] закладено основи суча-

сного методу дослiдження гамiльтонових систем з симетрiями. В нiй автор

виводить критерiй стiйкостi динамiчної системи у якої фазовий простiр є

групою, яка спiвпадає з групою симетрiй цiєї ж системи. Пiдхiд запро-

понований Арнольдом отримує розвиток у роботах [38, 39, 42]. Згiдно з

теоремою Е. Нетер однопараметричнi групи симетрiй динамiчної системи

визначають першi iнтеграли даної системи. Тодi використавши цi iнтеграли

можна провести редукцiю системи i дослiдити стiйкiсть в фазовому просто-

рi зредукованої системи. Метод енергiї-моменту, розвинений у наведених

роботах, працює на оригiнальному, не зредукованому, фазовому просторi i

полягає у використаннi перших iнтегралiв породжених симетрiями, якi на-

зиваються моментами системи (по аналогiї до iмпульсу, який в англомовнiй

7Сучасне формулювання теореми.
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лiтературi називається лiнiйним моментом, та кутового моменту системи,

яка має симетрiю паралельного переносу та кутову симетрiю вiдповiдно).

До повної енергiї системи, тобто гамiльтонiана, додаються моменти помно-

женi на певнi константи i аналiз стiйкостi проводиться вздовж варiацiй, якi

залишають постiйними використанi моменти. Перетворений таким чином

гамiльнонiан буде функцiєю Ляпунова для вiдносного положення рiвнова-

ги породженого використаними симетрiями (орбiта групи симетрiй). Бiльш

детальний виклад методу мiститься у наступних роздiлах даної дисертацiй-

ної роботи.

Висновки до роздiлу 1

З наведеного у роздiлi 1 огляду можна зробити висновок, що задача

дослiдження стiйкостi є досить актуальною i на час написання дисертацiй-

ної роботи до кiнця не вивченою. Все ще залишається вiдкритим питання

класифiкацiї можливих положень рiвноваги. Навiть серед знайдених по-

ложень рiвноваги дослiдження стiйкостi проводиться лише для частинних

випадкiв.
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РОЗДIЛ 2

РIВНЯННЯ РУХУ ТОЧКОВИХ ВИХОРIВ НА СФЕРI

В роздiлi виведено рiвняння еволюцiї завихреностi поля швидкостей на

двовимiрнiй поверхнi. Отриманi рiвняння руху точкових вихорiв в тонко-

му шарi iдеальної нестисливої рiдини, що має форму сфери. Приведено

гамiльтонiан та першi iнтеграли системи. Описано групу симетрiй, яка є

фазовим простором.

2.1. Рiвняння завихреностi поля швидкостей iдеальної

нестисливої рiдини у тонкому шарi

Нехай u(x, y, z, t) - швидкiсть частинки iдеальної нестисливої рiдини

розташованої в точцi Евклiдового тривимiрного простору (x, y, z) в момент

часу t. Тодi рiвняння руху iдеальної нестисливої рiдини можна записати у

формi [68, 75, 69, 78]:















∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −

1

ρ
∇P,

∇ · u = 0,

(2.1)

де ρ - густина рiдини, P - функцiя тиску. Скориставшись формулою [66]

∇
(

u2

2

)

= (u · ∇)u + u × (∇× u), (2.2)

попереднє рiвняння можна переписати у виглядi














∂u

∂t
+ ∇

(

u
2

2

)

− u × (∇× u) = −
1

ρ
∇P,

∇ · u = 0,

(2.3)
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Позначимо через ω = ∇ × u завихренiсть поля швидкостей. Взявши опе-

рацiю ротора вiд обох частин рiвнянь (2.3), отримаємо















∂ω

∂t
+ ∇×

(

∇
(

u
2

2

))

−∇× (u× ω) = −
1

ρ
∇× (∇P ),

∇× (∇ · u) = 0,

(2.4)

Скориставшись вiдомими формулами векторного аналiзу [66]:

∇× (∇f) = 0,

∇× (∇ · u) = 0,

∇× (u × ω) = (ω · ∇)u− (u · ∇)ω + u(∇ · ω) − ω(∇ · u),

де f довiльна двiчi-диференцiйовна функцiя трьох змiнних, отримаємо три-

вимiрнi рiвняння еволюцiї завихреностi поля швидкостей iдеальної нести-

сливої рiдини






















∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = (ω · ∇)u,

ω = ∇× u,

∇ · u = 0.

(2.5)

Для дослiдження руху рiдини на поверхнi, перейдемо до криволiнiйних

координат qi(x, y, z), i = 1, 2, 3. Скористаємось представленням диферен-

цiйних операцiй [66]:

(∇f)i =
1

Hi

∂f

∂qi
,

∇ · a =
1

H1H2H3

(

∂(a1H2H3)

∂q1
+
∂(a2H1H3)

∂q2
+
∂(a3H1H2)

∂q3

)

,

(∇× a)1 =
1

H2H3

(

∂(a3H3)

∂q2
− ∂(a2H2)

∂q3

)

,

(∇× a)2 =
1

H1H3

(

∂(a1H1)

∂q3
− ∂(a3H3)

∂q1

)

,

(∇× a)3 =
1

H1H2

(

∂(a2H2)

∂q1
− ∂(a1H1)

∂q2

)

,
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((a · ∇)b)i =
3
∑

k=1

[

ak

Hk

∂bi
∂qk

+
bk

HiHk

(

ai
∂Hi

∂qk
− ak

∂Hk

∂qi

)]

,

i = 1, 2, 3.

де Hi - коефiцiєнти Ляме (H2
i =

(

∂r

∂qi

)2

, r = (x, y, z)), f - довiльна двiчi-

диференцiйовна функцiя, a,b - довiльнi диференцiйовнi вектори. У форму-

лах наведено коварiантнi компоненти векторiв. Тодi рiвняння (2.5) можна

переписати у виглядi
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∂qk
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ωi
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 ,

ω1 =
1

H2H3





∂(u3H3)

∂q2
−
∂(u2H2)

∂q3



 ,

ω2 =
1

H1H3





∂(u1H1)

∂q3
−
∂(u3H3)

∂q1



 ,

ω3 =
1

H1H2





∂(u2H2)

∂q1
−
∂(u1H1)

∂q2



 ,

1

H1H2H3





∂(u1H2H3)

∂q1
+
∂(u2H1H3)

∂q2
+
∂(u3H1H2)

∂q3



 = 0.

(2.6)

Наведенi рiвняння є рiвняннями еволюцiї поля завихреностi iдеальної не-

стисливої рiдини в ортогональних криволiнiйних координатах.

Розглянемо рух рiдини у тонкому шарi, який має форму поверхнi рiв-

ня q3 = const. Такий рух буде характеризуватись вiдсутнiстю компоненти

швидкостi у напрямку q3, а iншi компоненти швидкостi будуть залежа-

ти тiльки вiд q1, q2. Користуючись даними мiркуваннями допустимо, що

u1 = u1(q1, q2), u2 = u2(q1, q2), u3 = 0. Тодi рiвняння завихреностi поля

швидкостей рiдини, що рухається у тонкому шарi, можна записати у ви-
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глядi


















































∂ω3

∂t
+
u1

H1

∂ω3

∂q1
+
u2

H2

∂ω3

∂q2
= 0,

ω3 =
1

H1H2





∂(u2H2)

∂q1
−
∂(u1H1)

∂q2



 ,

1

H1H2H3





∂(u1H2H3)

∂q1
+
∂(u2H1H3)

∂q2



 = 0.

(2.7)

Перше рiвняння допускає наступний сингулярний розв’язок(сингулярний у

розумiннi, що рiвняння перетворюється на тотожнiсть у всiх точках, окрiм

скiнченного числа):

ω3(q1, q2) =
1

H1H2

[

N
∑

j=1

Γjδ(q1 − qj
1(t), q2 − qj

2(t))

]

. (2.8)

Слiдом за Цермело [80], будемо називати сингулярностi даного розв’язку

точковими вихорами. У плоскому та сферичному випадку (як буде показа-

но пiзнiше), поле швидкостей, яке вiдповiдає даному розв’язку, має сингу-

лярностi у точках qj
1(t), q

j
2(t), j = 1, .., N типу 1

r (r - геодезична вiдстань до

сингулярностi), тобто поле швидкостей затухає як 1
r

при вiддаленi вiд син-

гулярностi. Даний факт показує, що класичне означення точкового вихору,

як особливостi поля швидкостей та наведене вище, спiвпадають.

Циркуляцiю поля швидкостей навколо сингулярностi, будемо називати

iнтенсивнiстю точкового вихору.

Рiвняння еволюцiї координат qj
1(t), q

j
2(t), j = 1, .., N , якi є параметра-

ми даного розв’язку, виведенi з другого та третього рiвнянь системи (2.7),

наведенi у наступному параграфi для випадку сферичних координат, при

q3 = r.

Користуючись формулами двовимiрного векторного аналiзу рiвняння
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(2.7) можна записати у виглядi























∂ω3

∂t
+ (u · ∇)ω3 = 0,

ω3 = ∇× u,

∇ · u = 0.

(2.9)

Аналогiчнi рiвняння отримуються iз (2.5) якщо помiтити, що на двовимiр-

нiй поверхнi ω3⊥∇.

Перейдемо до розгляду конкретних ортогональних систем координат.

Для перевiрки наведених формул, запишемо рiвняння еволюцiї поля зави-

хреностi iдеальної нестисливої рiдини на площинi. Тобто запишемо рiвня-

ння (2.7) у декартовiй системi координат. Нехай q1 = x, q2 = y, q3 = z. Тодi

коефiцiєнти Ляме рiвнi

H1 = H2 = H3 = 1,

i рiвняння (2.7) приймуть вигляд











































∂ωz

∂t
+ ux

∂ωz

∂x
+ uy

∂ωz

∂y
= 0,

ωz =
∂uy

∂x
−
∂ux

∂y
,

∂ux

∂x
+
∂uy

∂y
= 0.

(2.10)

Неважко бачити, що данi рiвняння являють собою рiвняння (2.9) записанi

в декартових координатах.

Для виведення рiвнянь еволюцiї поля завихреностi на поверхнi сфери,

скористаємось сферичними координатами

x = r cosφ sin θ,

y = r sinφ sin θ,

z = r cos θ,
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при q1 = φ, q2 = θ, q3 = r. Тодi

H1 = r sin θ,

H2 = r,

H3 = 1.

Поверхнею рiвня q3 = r = const є поверхня сфери радiусу r. Рiвняння (2.7)

приймуть вигляд


















































∂ωr

∂t
+

uφ

r sin θ

∂ωr

∂φ
+
uθ

r

∂ωr

∂θ
= 0,

ωr =
1

r2 sin θ





∂(ruθ)

∂φ
−
∂(ruφ sin θ)

∂θ



 ,

1

r2 sin θ





∂(ruφ)

∂φ
+
∂(ruθ sin θ)

∂θ



 = 0.

(2.11)

2.2. Рiвняння руху точкових вихорiв

У випадку, коли рiдина рухається по поверхнi сфери радiусу r, можна

ввести функцiю току ψ, яка визначає поле швидкостей

u = (∇ψ) × er, (2.12)

де er орт нормалi направлений вздовж радiусу сфери. Отримане поле швид-

костей автоматично задовольняє третьому рiвнянню (2.9).

Пiсля пiдстановки (2.12) в друге рiвняння (2.9) отримаємо скалярне

спiввiдношення

△ψ = −ω,

де ω = ωr. У сферичних координатах дане спiввiдношення прийме вигляд

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ψ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
= −ω. (2.13)
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Переписавши у сферичних координатах спiввiдношення (2.12), отримаємо

поле швидкостей

uφ = −1

r

∂ψ

∂θ
, (2.14)

uθ =
1

r sin θ

∂ψ

∂φ
,

Оператор у лiвiй частинi рiвняннi (2.2) носить назву оператора Бельтрамi-

Лапласа. Для того, щоб теорема Кельвiна для циркуляцiї виконувалась,

тобто
∫

S

ωdS = 0,

де S -поверхня сфери, визначимо функцiю ГрiнаG для оператора Бельтрамi-

Лапласа наступним чином

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂G

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2G

∂φ2
=

=
1

r2 sin θ

(

δ(φ− φ′, θ − θ′) − 1

4π

)

. (2.15)

Останнiй доданок вiдповiдає постiйному полю завихреностi, iнтегральна

циркуляцiя якого рiвна -1, тобто рiвна i протилежна за знаком до iнтенсив-

ностi особливостi в точцi (φ′, θ′). Дана особливiсть носить назву точкового

вихору на сферi.

Рiвнянню (2.15) задовольняє функцiя

G(φ, θ, φ′, θ′) = − 1

2π
ln sin(

1

2
γ(φ, θ, φ′, θ′)), (2.16)

де γ(φ, θ, φ′, θ′) - центральний кут мiж точками з координатами (φ, θ) та

(φ′, θ′). Використавши тригонометричну формулу для синусу половинного

кута отримаємо

G = − 1

4π
ln(1 − cos γ). (2.17)

Ця формула зручнiша, оскiльки cos γ можна виразити як

cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′). (2.18)
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Користуючись функцiєю Грiна (2.17), можемо знайти функцiю току ψ як

розв’язок рiвняння (2.13)

ψ(φ, θ) =

∫

S

ω(φ′, θ′) ln(1 − cos γ)r2 sin θ′dθ′dφ′. (2.19)

Щоб отримати рiвняння руху N точкових вихорiв на нерухомiй сферi, ско-

ристаємось розв’язком (2.8) записаним у сферичних координатах

ω(φ, θ) =
1

r2 sin θ

[

N
∑

j=1

Γjδ(φ− φj(t), θ − θj(t))

]

. (2.20)

де Γj - iнтенсивнiсть j-го вихору. Пiсля пiдстановки (2.20) у (2.19) кори-

стуючись (2.14) отримаємо

uφ = −
1

r

∂ψ

∂θ
=

= −
1

4πr

N
∑

j=1

Γj

κj

1 − cos γj
,

uθ =
1

r sin θ

∂ψ

∂φ
= (2.21)

= −
1

4πr

N
∑

j=1

Γj

sin θj sin(φ− φj)

1 − cos γj
.

де γj = γ(φ, θ, φj, θj) та κj = cos θ sin θj cos (φ− φj) − sin θ cos θj.

Згiдно з теоремою Гельмгольца, вихорi будуть рухатись як частинки

рiдини, тобто рiвняння руху N точкових вихорiв мають вигляд

sin θiφ̇i =

= −
1

4πr2

N
∑

j=1,i 6=j

Γj

κij

1 − cos γij
, (2.22)

θ̇i = −
1

4πr2

N
∑

j=1,i 6=j

Γj

sin θj sin(φi − φj)

1 − cos γij
,
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де γij = γ(φi, θi, φj, θj) та κij = cos θi sin θj cos (φi − φj) − sin θi cos θj.

Приведенi рiвняння можна записати у наступнiй векторнiй формi [36]:

ẋi =
N
∑

j=1,j 6=i

Γj

2πr

xj × xi

(xi − xj)2
, (2.23)

де xi - вектор який з’єднує центр сфери з точкою, в якiй знаходиться то-

чковий вихор, тобто ||xi|| = r.

Для того щоб отримати рiвняння руху точкових вихорiв на сферi що

обертається, до ω визначеного у (2.20), потрiбно додати ωo = 2Ω cos θ/(r2 sin θ).

Тодi рiвняння руху у векторнiй формi приймуть вигляд

ẋi =

N
∑

j=1,j 6=i

Γj

2πr

xj × xi

(xi − xj)2
+ Ωez × xi, (2.24)

де ez = (0, 0, 1).

Користуючись (2.24) виведемо рiвняння руху в змiнних l2ij = (xi −xj)
2.

Для цього, вiд рiвняння руху i-го вихору вiднiмемо рiвняння руху j-го

вихору у формi (2.24) i домножимо скалярно на (xi − xj). Отримаємо

(ẋi − ẋj) · (xi − xj) =

=

N
∑

k=1,k 6=i,k 6=j

Γk

2πr

[

(xk × xi) · (xi − xj)

(xi − xk)2
− (xk × xj) · (xi − xj)

(xj − xk)2

]

+

+
Γj

2πr

(xj × xi) · (xi − xj)

(xi − xj)2
− Γi

2πr

(xi × xj) · (xi − xj)

(xj − xi)2
+

+Ω(ez × xi) · (xi − xj) − Ω(ez × xj) · (xi − xj) =

=
N
∑

k=1,k 6=i,k 6=j

Γk

2πr

[

xi · xj × xk

(xj − xk)2
− xi · xj × xk

(xi − xk)2

]

+

+Ωez · xi × xj − Ωez · xi × xj =

=

N
∑

k=1,k 6=i,k 6=j

Γk

2πr

[

xi · xj × xk

(xj − xk)2
− xi · xj × xk

(xi − xk)2

]

,
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Оскiльки
dl2ij
dt = 2(ẋi − ẋj) · (xi − xj), тому

dl2ij
dt

=
N
∑

k=1,k 6=i,k 6=j

ΓkVijk

πr

(

1

l2jk
− 1

l2ik

)

, (2.25)

де Vijk = xi · xj × xk.

В подальшому будуть використанi формули для площi трикутника з

вершинами у довiльних трьох вихорах(Aijk), нормалi до площини три-

кутника (nijk) та об’єму паралелепiпеда побудованого на трьох радiус-

векторах довiльних трьох точкових вихорiв(Vijk)

Aijk(t) = ±1

4
(2l2ijl

2
jk + 2l2jkl

2
ki + 2l2kil

2
ij − l4ij − l4jk − l4ki)

1/2, (2.26)

nijk = (x1 − x2) × (x2 − x3) = x1 × x2 + x2 × x3 + x3 × x1, (2.27)

Vijk(t) = ±1

2
(16r2A2

ijk − l2ijl
2
jkl

2
ki)

1/2. (2.28)

У випадку трьох вихорiв будемо позначати A = A123, V = V123,n = n123.

Похiднi даних величин, згiдно з рiвняннями руху (2.25) та (2.23)

Ȧ =
V

16πrA

∑

(i,j,k)∈S3

l2ij − l2jk
l2ki

(Γi + Γk), (2.29)

V̇ =
1

8πr



2r2
∑

(i,j,k)∈S3

l2ij − l2jk
l2ki

(Γi + Γk) −
∑

(i,j,k)∈S3

l2ij(Γi − Γj)



(2.30)

ṅ =
1

4πr

∑

(i,j,k)∈S3

[

Γi + Γj

l2ij
− Γi + Γk

l2ki

]

l2jkxi. (2.31)

де S3 = {(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)}.

2.3. Гамiльтонiан та першi iнтеграли руху.

Фазовий простiр системи з N точкових вихорiв на сферi складається з

N сфер з виключенням точок, якi вiдповiдають зiткненням:

P = {(x1, x2, . . . , xN) ∈ S2 × S2 × . . .× S2|xi 6= xj, i 6= j}
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З кожною сферою асоцiйовано ненульову iнтенсивнiсть вихору Γi, i = 1, ..N ,

рух якого вона характеризує. Простiр мiстить симплектичну форму

α =

N
∑

i=1

Γir
2 sin θidφi ∧ dθi,

породжену натуральною формою площi на кожнiй сферi.

Рiвняння (2.22) можна представити у виглядi рiвнянь Гамiльтона з на-

ступним гамiльтонiаном i канонiчними змiнними:

H =
1

4πr2

∑

i<j

ΓiΓj ln lij,

p =
√

|Γi| cos θi, q = sign(Γi)
√

|Γi|φi,

ṗi =
∂H

∂qi
, q̇i = −∂H

∂pi
, (2.32)

де l2ij = (xi − xj)
2 = 2r2(1 − cos γij).

Як видно з представлення (2.32) гамiльтонiан системи залежить лише

вiд lij, тому є iнварiантним щодо дiагональної дiї групи SO(3) на P .

Дужка Пуассона для даної Гамiльтонової системи має вигляд:

{f, g} =
N
∑

k=1

1

Γk

(

∂f

∂ cos θk

∂g

∂φk
− ∂f

∂φk

∂g

∂ cos θk

)

,

{φi, cos θj} =
δij
Γi
, (2.33)

де δij - символ Кронекера.

Окрiм Гамiльтонiана, дана система допускає ще три iнтеграли руху

M1 =
1

r

N
∑

i=1

Γixi =

N
∑

i=1

Γi sin θi cosφi = const,

M2 =
1

r

N
∑

i=1

Γiyi =
N
∑

i=1

Γi sin θi sinφi = const, (2.34)

M3 =
1

r

N
∑

i=1

Γizi =
N
∑

i=1

Γi cos θi = const,
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якi разом утворюють вектор M = (M1,M2,M3), котрий називається мо-

ментом завихреностi [36]. Також корисно ввести до розгляду вектор, який

називається центром завихреностi

c =
M

Γ
, (2.35)

де Γ =
N
∑

i=1

Γi.

Зазначимо, що H,M1,M2,M3 в загальному випадку дають нам тiльки

три незалежних, iнволютивних iнтеграли

{H,M3} = 0, {H,M2
1 +M2

2} = 0,

{M3,M
2
1 +M2

2} = 0. (2.36)

У випадку коли M = 0 iз спiввiдношень

{M2,M1} = M3, {M1,M3} = M2,

{M3,M2} = M1, (2.37)

отримаємо чотири незалежних, iнволютивних iнтеграли. Користуючись на-

веденими спостереженнями з теореми Лiувiля [52] слiдує наступна теорема

[36, 59]:

2.1. Задача про рух 3-х вихорiв на сферi повнiстю iнтегровна для ви-

хорiв довiльної iнтенсивностi. Якщо центр завихреностi рiвний нулю,

то задача про рух 4-х вихорiв на сферi також iнтегровна.

Висновки до роздiлу 2

1. У роздiлi 2 виведено рiвняння руху точкових вихорiв на площинi. Хо-

ча на перший погляд вони представляють собою чисто кiнематичнi

умови руху точки, в якiй знаходиться вихор, проте, як можна бачи-

ти з виведення, цi рiвняння виражають динамiчнi закони руху, якi

випливають з рiвнянь руху Ейлера для iдеальної нестисливої рiдини.
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2. Описано геометрiю фазового простору.

3. Приведено першi iнтеграли системи i доведено iнтегровнiсть задачi

про рух трьох точкових вихорiв на сферi.
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РОЗДIЛ 3

ПОЛОЖЕННЯ РIВНОВАГИ ТОЧКОВИХ ВИХОРIВ НА

СФЕРI

В роздiлi приведено класифiкацiю фiксованих та вiдносних положень

рiвноваги трьох точкових вихорiв на поверхнi сфери. Продемонстровано

метод за допомогою якого, можна перевiрити чи задана конфiгурацiя ви-

хорiв є положенням рiвноваги. Користуючись приведеним методом, серед

правильних багатогранникiв вписаних в сферу знайдено конфiгурацiї, якi

є положеннями рiвноваги .

3.1. Фiксованi положення рiвноваги трьох вихорiв

Опис можливих фiксованих положень рiвноваги трьох точкових вихорiв

мiститься у твердженнях:

3.1. Для того щоб система iз трьох вихорiв на сферi була фiксованим

положенням рiвноваги необхiдно i достатньо, щоб

3
∑

i=1

Γi(Γj + Γk)xi = 0, ∀j 6= k 6= i. (3.1)

Наслiдок 3.2. З Твердження 3.1 випливає, що всi положення фiксо-

ваної рiвноваги лежать на великих колах.

3.3. У положеннi фiксованої рiвноваги трьох точкових вихорiв c = 0

тодi i тiльки тодi, коли Γ1 = Γ2 = Γ3 i вiдповiднi фiксованi положення

рiвноваги є рiвностороннiми трикутниками.

3.4. Якщо iнтенсивностi вихорiв не рiвнi мiж собою, тодi положення
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фiксованої рiвноваги не виродженi (c 6= 0) i задовольняють умовам

Γ1 tanα1 = Γ2 tanα2 = Γ3 tanα3, (3.2)

де α1, α2, α3 - кути трикутника з вершинами у точках в яких знаходя-

ться вихори з iнтенсивностями Γ1,Γ2,Γ3 вiдповiдно.

Щоб довести необхiднiсть у твердженнi 3.1, скористаємось наступною

лемою:

Лема 3.5. Для того, щоб конфiгурацiя iз N точкових вихорiв на сферi

була положенням фiксованої рiвноваги необхiдно щоб виконувалось одне

iз спiввiдношень:

1)

N
∑

i=1

Γixi(Γ − Γi) = 0, (3.3)

2)MΓ =
N
∑

i=1

Γ2
ixi. (3.4)

Для доведення леми покладемо рiвною нулю лiву частину рiвнянь (2.23)

та домножимо її на 2πr. В результатi отримаємо:

N
∑

j=1,j 6=i

Γj
xj × xi

(xi − xj)2
= 0, (3.5)

Домножимо злiва векторно на Γixi:

Γixi ×
N
∑

j=1,j 6=i

Γj
xj × xi

(xi − xj)2
= 0, (3.6)

Далi, користуючись

xi × (xj × xi) = (xi · xi)xj − (xi · xj)xi =

= r2xj − (xi · xj)xi,

просумувавши по i, отримаємо

N
∑

i,j=1,i 6=j

ΓiΓj

l2ij
xi × (xj × xi) =
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=
N
∑

i=1,i<j

ΓiΓj

l2ij

(

r2xi + r2xj − (xi · xj)xi − (xi · xj)xj

)

=

=
N
∑

i=1,i<j

ΓiΓj

l2ij

(

r2 − (xi · xj)
)

(xi + xj) =

=
N
∑

i=1,i<j

ΓiΓj

2l2ij
l2ij (xi + xj) = 0.

Тобто

Γ1Γ2(x1 + x2) + Γ1Γ3(x1 + x3) + . . .+ ΓN−1ΓN(xN−1 + xN) =

= Γ1x1

(

N
∑

i=2

Γi

)

+ Γ2x2





N
∑

i=1,i 6=2

Γi



+ . . .+ ΓNxN

(

N−1
∑

i=1

Γi

)

= 0,⇒

N
∑

i=1

Γixi(Γ − Γi) = 0,⇒

MΓ =
N
∑

i=1

Γ2
ixi. (3.7)

Що й доводить лему. З леми слiдує необхiднiсть у твердженнi 3.1.

Для доведення достатностi у твердженнi 3.1 допустимо, що спiввiдно-

шення (3.1) справедливе, тобто

Γ1(Γ2 + Γ3)x1 + Γ2(Γ3 + Γ1)x2 +

+Γ3(Γ1 + Γ2)x3 = 0, (3.8)

домноживши скалярно на xi, i = 1, 2, 3 отримаємо

Γ2(Γ3 + Γ1)l
2
12 + Γ3(Γ1 + Γ2)l

2
31 =

= Γ1(Γ2 + Γ3)l
2
12 + Γ3(Γ1 + Γ2)l

2
23 =

= Γ1(Γ2 + Γ3)l
2
31 + Γ2(Γ1 + Γ3)l

2
23 = (3.9)

= 2r2[Γ1(Γ2 + Γ3) + Γ2(Γ1 + Γ3) + Γ3(Γ1 + Γ2)].

Тодi з розв’язкiв даної лiнiйної (щодо l2ij) системи знайдемо

(Γ1 + Γ2)l
2
31 = (Γ1 + Γ3)l

2
12,
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(Γ2 + Γ3)l
2
12 = (Γ1 + Γ2)l

2
23. (3.10)

Тепер, користуючись даними спiввiдношеннями, з рiвнянь руху (2.23) отри-

маємо ẋi = 0.

З спiввiдношення (3.1) слiдує, що вектори x1,x2,x3 - лiнiйно залежнi.

Тобто вони лежать в однiй площинi, яка проходить через центр сфери.

Отже вихори знаходяться на великому колi, що доводить наслiдок 3.2.

Доведемо твердження 3.3. Допустимо, що c = 0. Тодi M =
∑

Γixi = 0

i для фiксованих положень рiвноваги з (3.1) слiдує, що MΓ =
∑

Γ2
ixi = 0.

Домножимо
∑

Γixi на Γ1. Отриманий результат вiднiмемо вiд
∑

Γ2
ixi = 0.

Тодi

Γ2(Γ2 − Γ1)x2 = Γ3(Γ1 − Γ3)x3. (3.11)

Звiдки слiдує, що або Γ1 = Γ2 = Γ3, або вектори x2 та x3 колiнеарнi. Подiбнi

перетворення приводять до аналогiчного результату щодо векторiв x1 та

x3, тобто або всi iнтенсивностi рiвнi, або x1 та x3 колiнеарнi. Але x3 не

може бути колiнеарним з x1 та x2 одночасно. Тому Γ1 = Γ2 = Γ3.

Якщо ж допустити, що Γ1 = Γ2 = Γ3 то з (3.8) отримаємо, що c = 0.

З Γ1 = Γ2 = Γ3 та c = 0 слiдує, що x1 + x2 + x3 = 0. Ця умова

якраз i говорить про те, що вихори знаходяться у вершинах правильного

трикутника.

Щоб довести твердження 3.4, з (3.10) маємо

Γ2 = Γ1
l212 + l223 − l231

l212 + l231 − l223

,

Γ3 = Γ1
l223 + l231 − l212

l212 + l231 − l223

. (3.12)

Користуючись теоремою косинусiв для трикутника побудованого на вихо-

рах з попереднього спiввiдношення отримаємо

Γ2l31 cosα1 = Γ1l23 cosα2,

Γ3l12 cosα1 = Γ1l23 cosα3. (3.13)



38

Далi, користуючись теоремою синусiв, отримаємо результат третього твер-

дження.

Кiлька зауважень, щодо фiксованих положень рiвноваги:

Зауваження 3.1. У випадку площини, тiльки колiнеарнi положення рiв-

новаги можуть бути фiксованими положеннями рiвноваги. У випадку сфе-

ри фiксованi положення рiвноваги є системами з вихорами розташованими

на великому колi.

Зауваження 3.2. У випадку площини, тiльки коли Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0

iснують фiксованi положення рiвноваги. На сферi ж, положення фiксо-

ваної рiвноваги можуть iснувати для обох випадкiв: Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0 та

Γ1,Γ2,Γ3 > 0.

3.2. Фiксованi положення рiвноваги чотирьох вихорiв

Опис можливих положень фiксованої рiвноваги чотирьох точкових ви-

хорiв на сферi мiститься у наступному твердженнi:

3.6. Конфiгурацiя iз чотирьох точкових вихорiв буде положенням фi-

ксованої рiвноваги у одному iз двох випадкiв:

1. Жоднi три вихори не лежать на великому колi. iнтенсивностi та

мiжвихревi вiдстанi задовольняють

l212Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) + l213Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) + (3.14)

+l214Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) = l212Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) +

+l223Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) + l224Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) =

= l213Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) + l223Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) +

+l234Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) = l214Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) +

+l224Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) + l234Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) =

= 2r2[Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) + Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) +

+Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) + Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3)].
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l224l
2
34 (V123V124Γ1Γ2 + V123V134Γ1Γ3) − (3.15)

−l212l
2
34 (V123V124Γ1Γ2 − V134V234Γ3Γ4) −

−l212l
2
24 (V123V134Γ1Γ3 + V134V234Γ3Γ4) = 0,

l224l
2
34 (V123V124Γ1Γ2 + V123V134Γ1Γ3) −

−l213l
2
34 (V123V124Γ1Γ2 + V124V234Γ2Γ4) −

−l213l
2
24 (V123V134Γ1Γ3 − V124V234Γ2Γ4) = 0,

l224l
2
34 (V124Γ1Γ2 + V134Γ1Γ3) −

−l214l
2
34 (V124Γ1Γ2 − V234Γ2Γ3) −

−l214l
2
24 (V134Γ1Γ3 + V234Γ2Γ3) = 0,

l224l
2
34 (V123V124Γ2 + V123V134Γ3) −

−l223l
2
34 (V123V124Γ2 − V124V134Γ4) −

−l223l
2
24 (V123V134Γ3 + V124V134Γ4) = 0.

2. Вихори лежать на великому колi. Iнтенсивностi та координати

задовольняють спiввiдношенням (3.14) та

V123 = V124 = V134 = V234 = 0, (3.16)

V̇123 = V̇124 = V̇134 = V̇234 = 0. (3.17)

Iз леми 3.5 слiдує, що якщо три радiус-вектори лежать в однiй площинi,

то для того щоб лiнiйна комбiнацiя (3.3) була рiвна нулю необхiдно, щоб

четвертий радiус-вектор лежав у тiй же площинi. Тобто якщо хоча б один

Vijk = xi · (xj × xk) рiвний 0, тодi всi iншi V також рiвнi 0. Тому маємо

подiл на 2 випадки наведенi у твердженнi 3.6.

Дослiдимо випадок Vijk 6= 0, (i, j, k) ∈ {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4)}.
Поклавши рiвну нулевi лiву частину в рiвняннях руху (2.25) i домноживши

на πr отримаємо:

ΓkVijk

(

1

l2jk
− 1

l2ik

)

+ ΓlVijl

(

1

l2jl
− 1

l2il

)

= 0, (3.18)
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де i, j, k, l = 1, ..4, i 6= j 6= k 6= l. Розпишемо систему (3.18) в повному

виглядi






















































Γ3V123

(

1
l223

− 1
l213

)

+ Γ4V124

(

1
l224

− 1
l214

)

= 0,

Γ2V132

(

1
l223

− 1
l212

)

+ Γ4V134

(

1
l234

− 1
l214

)

= 0,

Γ2V142

(

1
l224

− 1
l212

)

+ Γ3V143

(

1
l234

− 1
l213

)

= 0,

Γ1V231

(

1
l213

− 1
l212

)

+ Γ4V234

(

1
l234

− 1
l224

)

= 0,

Γ1V241

(

1
l214

− 1
l212

)

+ Γ3V243

(

1
l234

− 1
l223

)

= 0,

Γ1V341

(

1
l214

− 1
l213

)

+ Γ2V342

(

1
l224

− 1
l223

)

= 0,

(3.19)

Використавши властивостi мiшаного добутку, отримаємо



















































−Γ3V123
1
l213

− Γ4V124
1
l214

+ Γ3V123
1
l223

+ Γ4V124
1
l224

= 0,

Γ2V123
1
l212

− Γ4V134
1
l214

− Γ2V123
1
l223

+ Γ4V134
1
l234

= 0,

Γ2V124
1
l212

+ Γ3V134
1
l213

− Γ2V124
1
l224

− Γ3V134
1
l234

= 0,

−Γ1V123
1
l212

+ Γ1V123
1
l213

− Γ4V234
1
l224

+ Γ4V234
1
l234

= 0,

−Γ1V124
1
l212

+ Γ1V124
1
l214

+ Γ3V234
1
l223

− Γ3V234
1
l234

= 0,

−Γ1V134
1
l213

+ Γ1V134
1
l214

− Γ2V234
1
l223

+ Γ2V234
1
l224

= 0,

(3.20)

Дана система має двовимiрне ядро. Це дозволяє зменшити кiлькiсть доста-

тнiх умов:

1

l212

(V123V124Γ1Γ2 + V123V134Γ1Γ3) −
1

l224

(V123V124Γ1Γ2 − V134V234Γ3Γ4) −

−
1

l234

(V123V134Γ1Γ3 + V134V234Γ3Γ4) = 0,

1

l213

(V123V124Γ1Γ2 + V123V134Γ1Γ3) −
1

l234

(V123V134Γ1Γ3 − V124V234Γ2Γ4) −

−
1

l224

(V123V124Γ1Γ2 + V124V234Γ2Γ4) = 0,

1

l214

(V124Γ1Γ2 + V134Γ1Γ3) −
1

l224

(V124Γ1Γ2 − V234Γ2Γ3) −
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−
1

l234

(V134Γ1Γ3 + V234Γ2Γ3) = 0,

1

l223

(V123V124Γ2 + V123V134Γ3) −
1

l224

(V123V124Γ2 − V124V134Γ4) −

−
1

l234

(V123V134Γ3 + V124V134Γ4) = 0.

Домноживши на l212l
2
24l

2
34, l

2
13l

2
24l

2
34, l

2
14l

2
24l

2
34, l

2
23l

2
24l

2
34 вiдповiднi рiвняння отри-

маємо спiввiдношення (3.15).

В обох випадках справедливе твердження леми 3.5. Тобто в положеннi

фiксованої рiвноваги виконуються умови

Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4)x1 + Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4)x2 +

Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4)x3 + Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3)x4 = 0,

Як i при доведеннi твердження 3.1, домножимо дане рiвняння скалярно на

xi, i = 1, .., 4. Отримаємо

l212Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) + l213Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) +

+l214Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) = l212Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) +

+l223Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) + l224Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) =

= l213Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) + l223Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) +

+l234Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3) = l214Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) +

+l224Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) + l234Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) =

= 2r2[Γ1(Γ2 + Γ3 + Γ4) + Γ2(Γ1 + Γ3 + Γ4) +

+Γ3(Γ1 + Γ2 + Γ4) + Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3)],

Зауваження 3.3. Зазначимо, що особливим розв’язком системи (3.19)

є конфiгурацiя у формi тетраедра з рiвними iнтенсивностями. В даному

положеннi рiвноваги отримаємо c = 0.
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3.3. Положення вiдносної рiвноваги трьох вихорiв

Для знаходження положень вiдносної рiвноваги трьох точкових вихо-

рiв скористаємось спостереженням c · xi = Γi

Γ = const. Тобто кожен вихор

рухається по поверхнi конуса центральна вiсь якого спiв напрямлена з ве-

ктором c. Оскiльки кожна сторона трикутника побудованого на вихорах

має фiксовану величину, бачимо що кожне положення вiдносної рiвноваги

описується однiєю частотою φ̇ = ω(частота обертання навколо вектора c).

У випадку коли c 6= 0 швидкiсть кожного вихору має вигляд ẋi = ω × xi,

де ω = ω c

||c|| . Опис можливих положень вiдносної рiвноваги трьох вихорiв

мiститься у твердженнях:

3.7. Усi виродженi положення вiдносної рiвноваги лежать на велико-

му колi i задовольняють спiввiдношенням

Γ1

sin(2α1)
=

Γ2

sin(2α2)
=

Γ3

sin(2α3)
. (3.21)

Вихори обертаються навколо фiксованого вектора:

x = −
1

2πr





Γ1x1(0)

l223

+
Γ2x2(0)

l231

+
Γ3x3(0)

l213



 , (3.22)

з частотою

ω =
1

2πr

[

r2

(

Γ1

l223

+
Γ2

l231

+
Γ3

l212

)

−

− Γ1Γ2l
2
12 + Γ2Γ3l

2
23 + Γ1Γ3l

2
13

l212l
2
23l

2
31

]

. (3.23)

3.8. У невироджених положеннях вiдносної рiвноваги (c 6= 0) вихори

або лежать у вершинах правильного трикутника та обертаються нав-

коло вектора c з частотою

ω =
1

2πrs2
[Γ2r2 − 3hΓ1Γ2Γ3s

2]1/2, (3.24)

де l12 = l23 = l31 = s та h = 1
N

N
∑

i=1

1
Γi

, або лежать на великому колi

у вершинах рiвнобедреного прямокутного трикутника та обертаються
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навколо вектора c з частотою

ω =
1

4πr2
[Γ2

1 − (Γ2 − Γ3)
2]1/2, (3.25)

коли l12 = l13 =
√

2r, l23 = 2r.

Щоб довести твердження 3.7, використаємо

c = 0, ⇒ Γ1x1 + Γ2x2 + Γ3x3 = 0, (3.26)

Домноживши скалярно на xi, i = 1, 2, 3, отримаємо

Γ2l
2
12 + Γ3l

2
31 = Γ3l

2
23 + Γ1l

2
12 =

= Γ1l
2
31 + Γ2l

2
23 = 2Γ. (3.27)

З отриманих спiввiдношень можемо записати Γ2 та Γ3 в термiнах Γ1 та lij

Γ2 = Γ1
l231(l

2
13 + l223 − l231)

l223(l
2
31 + l212 − l223)

,

Γ3 = Γ1
l212(l

2
23 + l231 − l212)

l223(l
2
31 + l212 − l223)

. (3.28)

Користуючись теоремами синусiв та косинусiв останнi спiввiдношення мо-

жна записати у виглядi

Γ1

sin(2α1)
=

Γ2

sin(2α2)
=

Γ3

sin(2α3)
. (3.29)

Щоб отримати вирази для x та ω, скористаємось одним iз рiвнянь руху

ẋ1 =
1

2πr

[

Γ2x2 × x1

l212

+
Γ3x3 × x1

l231

]

. (3.30)

Згiдно з (3.27) i враховуючи, що вихори знаходяться у положеннi вiдносної

рiвноваги, отримаємо

ẋ1 =
Γ2x2 × x1

2πr

(

1

l212

− 1

l231

)

= k1(x2 × x1). (3.31)

Аналогiчним чином можна отримати

ẋ2 = k2(x1 × x2), (3.32)
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Домноживши тепер (3.31) на k2, (3.32) на k1 i склавши цi добутки отрима-

ємо

k2ẋ1 + k1ẋ2 = 0, ⇒ k2x1 + k1x2 ≡ x = const (3.33)

Тодi ẋ1 = x×x1, звiдки слiдують спiввiдношення (3.22),(3.23). Що завершує

доведення твердження 3.7

Для доведення твердження 3.8 використаємо той факт, що кожен вихор

рухається на фiксованiй широтi i обертається навколо вектора c з постiй-

ною кутовою швидкiстю. Звичайно, якщо вихор знаходиться на осi обер-

тання, вiн знаходиться у фiксованiй точцi i кутова швидкiсть для нього

невизначена.

Перейдемо до системи координат в якiй вiсь Oz спiв напрямлена з c.

Тодi кутова швидкiсть буде рiвною ω = φ̇i де i - номер вихору, при якому

вихор не лежить на осi Oz (такий вибiр можливий оскiльки розглядається

система iз трьох вихорiв). Кутовi координати вихорiв в данiй сферичнiй

системi координат можна знайти використавши наступнi спiввiдношення

l2ij = 2r2(1 − cos γij),⇒

cos(θi) =
xi

||xi||
M

||M|| =

N
∑

i=1

Γir
2 cos γij

r||M|| =
rΓ

||M|| −
C1 − ΓjΓkl

2
jk

2r||M ||Γi
,

cos(φi − φj) =
1 − cos(θi) cos(θj) − l2ij/(2r

2)

sin(θi) sin(θj)
. (3.34)

де C1 =
∑

i<j

ΓiΓjl
2
ij та γij - центральний кут мiж радiус-векторами xi та xj.

Пiдставивши (3.34) у рiвняння руху (2.22) отримаємо

ω =
||M||

2πrl212l
2
31

A1

A2
, (3.35)

де

A1 = l212l
2
31[Γ

2
2(4r

2 − l212) +

+Γ2Γ3(4r
2 − l212 − l231) + Γ2

3(4r
2 − l231)] +
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+2r2Γ2Γ3[l
2
12(l

2
12 − l223) + l231(l

2
31 − l223)],

A2 = (Γ2l
2
12 + Γ3l

2
31)[Γ2(4r

2 − l212) +

+Γ3(4r
2 − l231)] − 4r2Γ2Γ3l

2
23. (3.36)

Оскiльки положення вiдносної рiвноваги будуть фiксованими точка-

ми рiвнянь (2.25), тому маємо, що в положеннi рiвноваги або V 6= 0 та

1/l2ij − 1/l2ik = 0, або V = 0.

Якщо V 6= 0 тодi з (2.25) слiдує, що l12 = l23 = l31 = s i з (3.35) прямою

пiдстановкою отримується (3.24). Оскiльки n · c = V 6= 0, у загальному

випадку бачимо що n та c не перпендикулярнi i можуть мати довiльний

кут мiж собою. У випадку, коли Γ1 = Γ2 = Γ3, iз (2.31) ми бачимо, що ṅ = 0.

Тобто n = const. Оскiльки c = const та xi ·c = const, то для виконання цих

умов xi повинен описувати конус навколо обох векторiв n та c. Це можливо

тiльки коли вони паралельнi. Якщо ж Γ = 0, то n · M = ΓV = 0, звiдки

слiдує, що n та M - перпендикулярнi. Частота обертання в буде рiвною

ω =
(Γ1 + Γ2 + Γ3)

1/2

2
√

2πrs
(3.37)

Випадок V = 0 описує всi положення вiдносної рiвноваги розташованi

на великому колi. Для того щоб дана умова давала положення рiвноваги,

необхiдно, щоб V (t) = 0 для довiльного t. Очевидно, що V ≡ 0, якщо

V (0) = 0 та V̇ (0) = 0. Допустимо, що данi умови виконуються. Тодi, як

було зазначено вище, в положеннi вiдносної рiвноваги вихори обертаються

з однаковою кутовою швидкiстю навколо вектора c = ΓM. Тому швидкостi

вихорiв напрямленi вздовж векторiв M × xi, i = 1, .., 3, тобто

ẋi = ωez × ri = ωiM × xi, (3.38)

де ri = xi sin θi - вектор нормалi до осi обертання, ωi = ω
||M|| sin θi 6= 0. Далi,
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користуючись векторною формою рiвнянь руху (2.23), отримаємо

ωiM × xi = ẋi =
1

2πr

(

Γj
xj × xi

l2ij
+ Γk

xk × xi

l2ik

)

, i 6= j 6= k, i, j, k = 1, .., 3.

(3.39)

Оскiльки xi не колiнеарний до xj та xk, маємо наступне спiввiдношення

ωi (Γjxj + Γkxk) =
1

2πr

(

Γjxj
1

l2ij
+ Γkxk

1

l2ik

)

, i 6= j 6= k, i, j, k = 1, .., 3.

(3.40)

Виберемо xi = (r, 0, 0),xj = (r cos γij, r sin γij, 0),xk = (r cos γik, r sin γik, 0).

Тодi останнє спiввiдношення перепишеться у виглядi наступних рiвнянь

ωi(rΓj cos γij + rΓk cos γik) =
1

2πr

(

rΓj cos γij

2r2(1 − cos γij)
+

rΓk cos γik

2r2(1 − cos γik)

)

,

ωi(rΓj sin γij + rΓk sin γik) =
1

2πr

(

rΓj sin γij

2r2(1 − cos γij)
+

rΓk sin γik

2r2(1 − cos γik)

)

,

0 = 0.

Розв’язавши перше та друге рiвняння вiдносно ωi та прирiвнявши отриманi

розв’зки, отримаємо

(Γj sin γij + Γk sin γik)

(

Γj cos γij

1 − cos γij
+

Γk cos γik

1 − cos γik

)

=

= (Γj cos γij + Γk cos γik)

(

Γj sin γij

1 − cos γij
+

Γk sin γik

1 − cos γik

)

, ⇔

ΓjΓk sin γik cos γij

1 − cos γij
+

ΓjΓk cos γik sin γij

1 − cos γik
=

=
ΓjΓk cos γik sin γij

1 − cos γij
+

ΓjΓk sin γik cos γij

1 − cos γik
, ⇔

sin(γij − γik)

1 − cos γij
− sin(γij − γik)

1 − cos γik
= 0, ⇔

sin γjk

(

1

1 − cos γij
− 1

1 − cos γik

)

= 0,

Якщо sin γjk = 0, тодi γjk = π та γij + γik = π. З вищенаведених рiвнянь

отримаємо cos γij = cos γik = 0, тобто γjk = π, γij = γik = π
2 . Вiдповiд-

на даному розв’язку рiвноважна конфiгурацiя має форму рiвнобедреного
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прямокутного трикутника. Пiдставивши l12 = l13 =
√

2r та l23 = 2r у (3.35)

отримаємо (3.25). При довiльних ненульових iнтенсивностях вектор c буде

належати площинi трикутника, а тому n та c будуть ортогональними.

Якщо ж sin γjk 6= 0, тодi cos γij = cos γik. Єдиним розв’язком даних

рiвнянь є розв’язок γ12 = γ23 + 2πk = γ13 + 2πn. Вiн задає конфiгурацiю

у виглядi правильного трикутника. Тобто l12 = l23 = l31 = s i аналогiчно

попередньому випадку з (3.35) прямою пiдстановкою отримується (3.24). У

даному випадку, коли Γ1 = Γ2 = Γ3 отримаємо вироджену конфiгурацiю,

яка повнiстю узгоджується з результатами твердження 3.7. Якщо ж iнтен-

сивностi не рiвнi мiж собою, тодi вектор c лежить у площинi трикутника,

тому перпендикулярний до нормалi n.

Зазначимо, що з (2.30) безпосередньою перевiркою отримаємо, що зна-

йденi конфiгурацiї тотожно задовольняють спiввiдношенням V = 0 та

V̇ = 0 (тобто данi умови нiяких обмежень на iнтенсивностi не наклада-

ють). Тому, єдино можливими невиродженими конфiгурацiями вiдносної

рiвноваги на великому колi є правильний та рiвнобедрений прямокутний

трикутники з довiльними iнтенсивностями.

3.4. Положення вiдносної рiвноваги чотирьох вихорiв

Опис можливих положень рiвноваги чотирьох вихорiв мiститься у на-

ступному твердженнi

3.9. Положення вiдносної рiвноваги чотирьох точкових вихорiв на

сферi можна подiлити на три категорiї:

1. Вихори знаходяться на великому колi i виконуються спiввiдношен-

ня:

Vijk = 0, (3.41)

V̇ijk = 0,
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де (i, j, k) ∈ {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 3, 4)}.
2. Три вихори мають однакову iнтенсивнiсть i знаходяться у верши-

нах правильного трикутника на екваторi. Четвертий вихор має

незалежну iнтенсивнiсть i знаходиться в одному iз полюсiв. Кон-

фiгурацiя обертається навколо вектора c = ez з кутовою швидкi-

стю

ω =
Γ4

2πr2s2
e

, (3.42)

де l12 = l23 = l13 = s2
e.

3. Жоднi три вихори не знаходяться на великому колi. Мiжвихревi

вiдстанi та iнтенсивностi задовольняють спiввiдношенням (3.14).

З геометричних мiркувань зрозумiло, що якщо хоча б два Vijk рiвнi

нулю, то чотири радiус вектори будуть компланарнi, тобто отримуємо кон-

фiгурацiю першої категорiї. Зрозумiло що, щоб дана конфiгурацiя залиша-

лась положенням рiвноваги потрiбно вимагати, щоб i похiднi V̇ijk були рiвнi

нулевi.

Якщо ж жоден з Vijk не рiвний нулевi, користуючись мiркуваннями

приведеними при доведеннi твердження 3.6 отримаємо, що iнтенсивностi

та мiжвихревi вiдстанi повиннi задовольняти спiввiдношенням (3.14).

У випадку, коли тiльки один Vijk рiвний нулевi, не обмежуючи загаль-

ностi покладемо V123 = 0. Тодi система (3.19) перетвориться на























































Γ4V124

(

1
l224

− 1
l214

)

= 0,

Γ4V134

(

1
l234

− 1
l214

)

= 0,

Γ2V142

(

1
l224

− 1
l212

)

+ Γ3V143

(

1
l234

− 1
l213

)

= 0,

Γ4V234

(

1
l234

− 1
l224

)

= 0,

Γ1V241

(

1
l214

− 1
l212

)

+ Γ3V243

(

1
l234

− 1
l223

)

= 0,

Γ1V341

(

1
l214

− 1
l213

)

+ Γ2V342

(

1
l224

− 1
l223

)

= 0,
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Оскiльки для конфiгурацiї з чотирьох вихорiв Γ1Γ2Γ3Γ4 6= 0, тому маємо

l214 = l224 = l234 = se,

Єдиною геометрично можливою конфiгурацiєю з трьома рiвновiддаленими

вихорами на екваторiальнiй площинi є пiрамiда з правильним трикутником

в основi. Тому маємо V124 = V134 = V234 i з вищенаведеної системи отриму-

ємо

Γ1 = Γ2 = Γ3 = Γe.

З означення вектора c отримаємо

c =

4
∑

i=1

Γixi = Γ4x4 =
Γ4

r
ez.

Щоб знайти кутову швидкiсть обертання, запишемо рiвняннi руху для пер-

шого вихору

ẋ1 =
1

2πr

[

Γ2x2 × x1

l212

+
Γ3x2 × x1

l213

+
Γ4x4 × x1

l214

]

=
Γ4

2πr2s2
e

ez × x1.

Тому ω = Γ4

2πr2s2
e
, що й доводить твердження 3.9.

3.5. Положення рiвноваги N вихорiв.

Узагальнимо метод, частково використаний при описi вищенаведених

положень рiвноваги, на випадок N точкових вихорiв.

Положення абсолютної та вiдносної рiвноваги у задачi про рух N то-

чкових вихорiв знайдемо як положення рiвноваги системи (2.25), тобто по-

клавши
dl2ij
dt

= 0. (3.43)

Тодi з (2.25) отримаємо наступнi рiвняння

N
∑

k=1,k 6=i,k 6=j

ΓkVijk

π

(

1

l2jk
− 1

l2ik

)

= 0. (3.44)
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Перепишемо цi рiвняння у матричнiй формi

AΓ = 0. (3.45)

де A - N(N−1)
2

× N матриця з елементами Alk =
Vijk

π

(

1
l2jk

− 1
l2ik

)

, l = i +

j, i, j, k = 1, . . .N i Γ = (Γ1, . . . ,ΓN) - вектор iнтенсивностей вихорiв.

При заданих iнтенсивностях Γ, задача знаходження положень рiвноваги

у даному формулюваннi є досить складною задачею, адже для того щоб

її розв’язати потрiбно знайти всi такi матрицi A в ядрi яких знаходиться

наперед заданий вектор Γ. Потiм потрiбно визначити якi серед знайдених

матриць мiстять в собi структуру задану спiввiдношенням (3.44). I пiсля

цього потрiбно розв’язати нелiнiйну систему рiвнянь вiдносно lij.

Але якщо поглянути на дану задачу з iншої сторони, тобто при зада-

нiй матрицi A знайти всi можливi iнтенсивностi Γ при яких система (2.25)

знаходиться у рiвновазi, ми отримаємо досить просту задачу опису ядра

лiнiйного оператора заданого матрицею A. Проведемо стислий огляд зна-

йдених положень рiвноваги 1:

Тетраедр (N=4).

У випадку коли вихори знаходять у вершинах тетраедра, отримаємо

що всi lij рiвнi мiж собою, а тому всi елементи матрицi A рiвнi 0. Така

вироджена матриця має ядро розмiрностi nullity(A) = N = 4, тобто йо-

го базис можна вибрати у виглядi (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1).

Це означає, що довiльний набiр iнтенсивностей (Γ1,Γ2,Γ3,Γ4) буде знахо-

дитись у ядрi, тобто буде положенням рiвноваги. Iншими словами, якщо у

початковий момент вихори довiльної iнтенсивностi знаходились у вершинах

тетраедра, вони будуть залишатися у вершинах тетраедра. Цей результат

продемонстровано на Рис.3.1.

Октаедр (N=6).

У випадку коли вихори знаходять у вершинах октаедра, отримаємо, що

1Бiльшiсть з наведених положень рiвноваги були приведенi у роботi [21].
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Рис. 3.1. Набiр незалежних iнтенсивностей, якi формують положення рiв-

новаги у формi тетраедра.

Рис. 3.2. Набiр незалежних iнтенсивностей, якi формують положення рiв-

новаги у формi октаедра.

або вiдстань мiж кожними трьома вихорами рiвна, або вони знаходяться в

однiй площинi. Тому всi елементи матрицi A також рiвнi 0. Мiркування,

аналогiчнi тим що приведенi у випадку тетраедра, приводять до висновку,

що якщо у початковий момент вихори довiльної iнтенсивностi знаходились

у вершинах октаедра, вони будуть залишатися у вершинах октаедра (Рис.

3.2).

Куб (N=8).

У випадку куба, матриця A вже не буде виродженою. Ми отримаємо,

що розмiрнiсть ядра A рiвна nullity(A) = 5. Базис ядра можна вибрати у
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Рис. 3.3. Нумерацiя вершин куба.

виглядi

ker(A) = span((1, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0),

(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0,−1),

(0, 0, 1, 0,−1, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 1, 0,−1, 0, 0),

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1))

(3.46)

Нумерацiю вершин та вигляд базису зображено на Рис. 3.3 та Рис. 3.4 .

Антисиметричний куб (N=8).

У випадку антисиметричного куба (куб у якого нижня грань поверну-

та на π
4 ), матриця A також буде невиродженою. Розмiрнiсть ядра A рiвна

nullity(A) = 1. Базис ядра можна вибрати у виглядi (1, 1, 1, 1,−1,−1,−1,−1),

де першi чотири координати описують iнтенсивностi вихорiв у вершинах

верхньої гранi, а останнi чотири, iнтенсивностi вихорiв у вершинах ни-

жньої(поверненої) гранi. Графiчна демонстрацiя даного базису зображена

на Рис. 3.5. Як видно з рисунка, ми маємо класичну конфiгурацiю вихорiв

фон Кармана. Вiдзначимо, що конфiгурацiї фон Кармана будуть положе-

ннями рiвноваги не тiльки у випадку антисиметричного куба.

Iкосаедр (N=12).

У випадку iкосаедра, ми також маємо невироджену матрицю A. Роз-



53

Рис. 3.4. Набiр незалежних iнтенсивностей, якi формують положення рiв-

новаги у формi куба.

мiрнiсть ядра: nullity(A) = 7. Базис можна записати у виглядi:

ker(A) = span((1, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−1),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1, 0),

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1))

(3.47)

Нумерацiю вершин приведено на Рис. 3.6. Графiчне представлення базису

зображено на Рис. 3.7.

Додекаедр (N=20).

У випадку коли вихори знаходяться у вершинах додекаедра, ми отрима-

ємо невироджену матрицю A розмiрнiсть ядра якої nullity(A) = 4. Нуме-
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Рис. 3.5. Єдиний набiр iнтенсивностей, якi формують положення рiвноваги

у формi антисиметричного куба.

рацiю вершин приведено на Рис. 3.8. Базис ядра можна записати у виглядi:

ker(A) =

span((−b,−b,−b,−b,−b, b+ 1, b+ 1, b+ 1, b+ 1, b+ 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1),

(1, b− 1, 1, b, b, b− 1, 0, b− 1, b, b, 1, b, 1, 0, 0, b− 1, 1, b− 1, 0, 0),

(0, 0,−1,−b,−1, b− 1, b− 1,−1,−2,−1− b,−b, 0, 1, 0,−1,−1, 0, b− 1, 0),

(b, 2, b+ 1, b+ 1, 2, 2− b, 1, 2, 2, 1, b, 1, 0, 0, 1, 2− b, 0,−b+ 1,−b+ 1, 0)),

(3.48)

де b = 1+
√

5
2 .

Кубооктаедр (N=12).

Кубооктаедр - це вписаний багатогранник, який зображено на Рис. 3.9.

Вiн є одним iз так званих напiвправильних багатогранникiв, або як їх ча-

сто називають - Архiмедових тiл. У випадку коли вихори знаходять у вер-

шинах кубооктаедра, ми отримаємо невироджену матрицю A розмiрнiсть

ядра якої nullity(A) = 1. Базис ядра описується одним вектором, всi еле-

менти якого рiвнi 1, тобто кубооктаедр буде положенням рiвноваги тiльки

у випадку, коли iнтенсивностi всiх вихорiв однаковi.

Iкосододекаедр (N=30).

Iкосододекаедр - це ще один напiвправильний випуклий вписаний бага-
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Рис. 3.6. Нумерацiя вершин iкосаедра.

тогранник, який зображено на Рис. 3.10. У випадку коли вихори знаходять

у вершинах iкосододекаедра, ми отримаємо випадок аналогiчний попере-

дньому, тобто невироджену матрицю A розмiрнiсть ядра якої nullity(A) =

1. Базис ядра описується одним вектором, всi елементи якого рiвнi 1, тобто

iкосододекаедр буде положенням рiвноваги тiльки у випадку, коли iнтен-

сивностi всiх вихорiв однаковi.

Зауваження 3.4. Зазначимо, що з iснуючих 13 Архiмедових тiл, тiльки

2 наведених вище напiвправильних багатогранники є положеннями рiвно-

ваги.

Згiдно з [33] кiльцевi положення вiдносної рiвноваги допускають розмi-

щення вихорiв в полюсах без порушення рiвноваги. Це дозволяє побудувати

наступнi положення рiвноваги.

Куб з полюсами (N=10).

Матриця A не вироджена. Розмiрнiсть ядра A рiвна nullity(A) = 3.

Базис ядра можна вибрати у виглядi

ker(A) = span((1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1))

(3.49)
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Рис. 3.7. Набiр незалежних iнтенсивностей, якi формують положення рiв-

новаги у формi iкосаедра.

Графiчне зображення базису приведено на Рис. 3.11 .

Антисиметричний куб з полюсами (N=10).

У випадку антисиметричного куба з полюсами матриця A також буде

невиродженою. Розмiрнiсть ядра A рiвна nullity(A) = 3. Базис ядра можна

вибрати у виглядi

ker(A) = span((1, 1, 1, 1,−1,−1,−1,−1, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1))

(3.50)

Даний базис вiдповiдає оригiнальнiй конфiгурацiї у формi антисиметри-
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Рис. 3.8. Положення рiвноваги у формi додекаедра.

Рис. 3.9. Положення рiвноваги у формi кубооктаедра.

чного куба з вихорами незалежних iнтенсивностей у полюсах.

Додекаедр з полюсами (N=22).

У випадку коли вихори знаходяться у вершинах додекаедра, ми отри-

маємо невироджену матрицю A розмiрнiсть ядра якої nullity(A) = 3. Ну-

мерацiю вершин приведено на Рис. 3.12. Базис ядра можна записати у
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Рис. 3.10. Положення рiвноваги у формi iкосододекаедра.

виглядi:

ker(A) =

span((b+ 1, b+ 1, b+ 1, b+ 1, b+ 1, b, b, b, b, b, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0),

(b, b, b, b, b, b− 1, b− 1, b− 1, b− 1, b− 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,−1)),

(3.51)

де b = 1+
√

5
2 .

Кубооктаедр з полюсами (N=14).

Матриця A невироджена. Розмiрнiсть ядра nullity(A) = 3. Базис ядра

описується трьома векторами:

ker(A) = span((1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1))

(3.52)

Даний базис вiдповiдає оригiнальнiй конфiгурацiї у формi кубооктаедра

з вихорами незалежних iнтенсивностей у полюсах. Графiчне зображення

базису приведено на Рис. 3.13.

Зауваження 3.5. В положеннях вiдносної рiвноваги у формi iкосаедра

та iкосододекаедра вихори в точках, якi вiдповiдають центрам граней, ма-
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Рис. 3.11. Набiр iнтенсивностей, якi формують положення рiвноваги у фор-

мi куба з полюсами.

ють iнтенсивнiсть рiвну 0, тобто вони є точками стагнацiї (мають нульову

швидкiсть).

Зауваження 3.6. Полюси вибирались таким чином, щоб зберегти ма-

ксимальну симетрiю в системi, тобто у точках, якi вiдповiдають протиле-

жним центрам граней.

Вiдмiтимо також, що на базi приведеного у даному параграфi методу

Рис. 3.12. Положення рiвноваги у формi додекаедра з полюсами.
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Рис. 3.13. Положення рiвноваги у формi кубооктаедра з полюсами.

можна побудувати чисельний алгоритм для знаходження несиметричних

положень рiвноваги [37].

Висновки до роздiлу 3

В даному роздiлi:

1. Знайдено i класифiковано положення фiксованої та вiдносної рiвно-

ваги для трьох та чотирьох точкових вихорiв.

2. Продемонстровано метод перевiрки заданої конфiгурацiї на можли-

вiсть отримання положення рiвноваги.

3. Приведено правильнi та напiвправильнi багатогранники якi є поло-

женнями рiвноваги, разом з можливими наборами iнтенсивностей.

4. Знайдено новi положення рiвноваги у виглядi суперпозицiї правиль-

них та напiвправильних багатогранникiв та пари вихорiв на полюсах.

Новими результатами даного роздiлу є:

• класифiкацiя положень рiвноваги у випадку чотирьох вихорiв:

• побудова положень рiвноваги у виглядi суперпозицiї;

• новi положення рiвноваги у виглядi напiвправильних багатогранни-

кiв:

• новi положення рiвноваги у виглядi суперпозицiї правильних багато-

гранникiв з парою дiаметрально протилежних вихорiв.
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РОЗДIЛ 4

СТIЙКIСТЬ ТОЧКОВИХ ВИХОРIВ НА СФЕРI

В роздiлi приведено загальний метод дослiдження стiйкостi гамiльто-

нових систем з симетрiями. Розвинено два пiдходи: векторний, який не

має особливостей i зручний для застосування в загальному випадку та ко-

ординатний (в даному роздiлi використовуються цилiндричнi координати,

оскiльки вони є канонiчними змiнними), який допускає значнi спрощення

у випадку осьової симетрiї, проте має особливостi на полюсах. Щоб усу-

нути особливостi на полюсах в координатному методi, вводиться змiшана

система координат.

Для отримання конкретних результатiв щодо стiйкостi конфiгурацiй,

необхiдно знання координат вихорiв в положеннi рiвноваги (можливо як

функцiй iнтенсивностей вихорiв). Єдиним загальним випадком коли це мо-

жливо – є випадок трьох точкових вихорiв (як показано у попередньому

роздiлi для чотирьох точкових вихорiв можливо привести лише набiр не-

лiнiйних рiвнянь, розв’язками яких є положення рiвноваги). Оскiльки в

загальному випадку рiвноважнi конфiгурацiї точкових вихорiв не мiстять

обертових симетрiй, найбiльш ефективним є використання векторного ме-

тоду для дослiдження стiйкостi.

У випадку наявностi додаткових симетрiй в конфiгурацiї, а саме обер-

тових, дослiдження стiйкостi спрощується за допомогою використання ци-

лiндричних та змiшаних координат. За допомогою координатного методу

можна отримати результати по стiйкостi частинних випадкiв рiвноважних

конфiгурацiй чотирьох точкових вихорiв (тетраедр i правильна трикутна

пiрамiда) та правильних i напiвправильних багатогранникiв.
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4.1. Метод енергiї-моменту

В даному параграфi проведемо стислий опис методу енергiї-моменту.

Виклад матерiалу частково слiдує [42].

Розглянемо абстрактну механiчну систему з конфiгурацiйним просто-

ром Q(простiр можливих положень) та канонiчним фазовим простором,

який спiвпадає з кодотичним розшаруванням P = T ∗Q(простiр положень

та iмпульсiв). Фазовий простiр мiстить симплектичну структуру породже-

ну канонiчною симплектичною 2-формою Ω.

Допустимо, що розглядувана механiчна система є гамiльтоновою з Га-

мiльтонiаном H : P → R. Як вiдомо H - являє собою повну енергiю си-

стеми. Нехай XH : P → TP - Гамiльтонове векторне поле пов’язане з H,

тобто

DH(x) · δx = Ω(x)(XH, δx), ∀x ∈ P, δx ∈ TxP. (4.1)

Якщо Ft : [0, T ] × P → P позначає потiк поля XH , тодi гамiльтоновi рiв-

няння приймають наступний вигляд

d

dx
Ft(x) = X(F (x)). (4.2)

Допустимо, що Гамiльтонова система допускає симетрiї породженi групою

G з Лi алгеброю g, яка дiє на P за допомогою канонiчних перетворень

(зауважимо, що дiя називається канонiчною, якщо вона зберiгає пуассонову

структуру i в даному випадку вона породжена симплектичною формою).

Позначимо через Ψg : P → P дiю групи G на P для кожного g ∈ G. Тобто

ми допускаємо, що

H(Ψg(x)) = H(x), ∀g ∈ G. (4.3)

Нехай q позначає елемент простору P та p ∈ T ∗
qQ вiдповiдний iмпульс. TqQ

дотичний простiр в q, T ∗
qQ вiдповiдний спряження простiр, пов’язаний че-

рез невироджене спряження, яке позначимо через < ·, · >. Ототожнимо
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(q, p) ∈ Q×T ∗
qQ з x ∈ T ∗Q. Будемо розглядати системи, для яких симпле-

ктична дiя Ψq : P → P є наведеною дiєю (g, q) → g · q групи G на Q, для

(q, p) ∈ G×Q (детальнi означення мiстяться у [2]). Кожнiй дiї групи G на

Q можна поставити у вiдповiднiсть нескiнченно малий генератор ξQ, який

можна означити звичайним чином

ξQ(q) =
d

dt
(exp[ǫξ] · q)ǫ=0, (ξ, q) ∈ g ×Q. (4.4)

Позначимо через

g · q = {ξQ(q)|ξ ∈ g} ⊂ TqQ, (4.5)

дотичний простiр до орбiти групи G · q. Допустимо, що G дiє вiльно на Q,

тодi G · q ∼= G. Це означає, що ξQ(q) = 0 тодi i тiльки тодi, коли ξ = 0.

Позначимо через g∗ спряжений простiр до g, F(P ) = {f |f : P → R}.
Згiдно з теоремою Емi Нетер iснує лiнiйне на симплектичних листах вiд-

ображення J : g → F(P ) таке, що

XJ(ξ) = ξP , ∀ξ ∈ g, (4.6)

Вiдображення J : P → g∗

J(ξ)(x) =< J(x), ξ > (4.7)

будемо називати вiдображенням моменту. Деякi важливi властивостi вiд-

ображення моменту [2, 52]:

1. Для наведених дiй, вiдображення моменту можна знайти за форму-

лою

J · ξ =< p, ξQ(q) >, ∀ξ ∈ g, (4.8)

де точка представляє операцiю спряження мiж g та g∗.

2. Вiдображення моменту пов’язане з наведеною дiєю на кодотичному

розшаруваннi є еквiварiантним в наступному розумiннi. Група G дiє
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на g∗ за допомогою коприєднаної дiї Ad∗ : G × g∗ → g∗ з нескiнчен-

но малим генератором, який позначеним через ad∗ : g∗ × g∗ → g∗.

Еквiварiантнiсть значить, що

J(Ψg(x)) = Ad∗
g−1(J(x)), ∀g ∈ G. (4.9)

3. Для довiльного елементу Лi алгебри ξ ∈ g нескiнченно малий гене-

ратор ξP : P → TP дiї групи G є Гамiльтоновим векторним полем

з гамiльтонiаном Jξ : P → R, який можна визначити за допомогою

вiдображення моменту

Jξ(x) = J(x) · ξ. (4.10)

Тому, з (4.1), отримаємо

DJξ(x) · δx = Ω(x)(ξQ(x), δx). (4.11)

Означимо положення вiдносної рiвноваги, використавши пiдхiд запро-

понований А. Пуанкаре. Точка xe ∈ P є положенням вiдносної рiвноваги

Гамiльтонової системи з групою симетрiй G, якщо траєкторiї Гамiльтоно-

вих рiвнянь через точку xe можна записати у виглядi

Ft(x) = Ψexp[tξe](xe), (4.12)

для деякого ξe ∈ g. Iншими словами, динамiчна орбiта через точку xe

спiвпадає з орбiтою через точку xe однопараметричної пiдгрупи exp[tξr].

Продиференцiювавши (4.12) по часу, використавши Гамiльтоновi рiвняння

(4.2) та означення нескiнченно малого генератора (4.4), отримаємо

XH(xe) = (ξe)P (xe). (4.13)

Для знаходження положень вiдносної рiвноваги Гамiльтонової системи

з симетрiєю, можна скористатись наступною теоремою [2, 52]
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Теорема 4.1. xe ∈ P є положенням вiдносної рiвноваги механiчної

системи з гамiльтонiаном H та вiдображенням моменту J для сим-

плектичної дiї Лi групи G на фазовому просторi P = T ∗Q тодi i тiльки

тодi, коли iснує ξe ∈ g таке, що (xe, ξe) є критичною точкою функцiоналу

енергiї-моменту Hµe
: P × g → R:

Hµe
(x, ξ) = H(x) − (J(x) − µe) · ξ, (4.14)

де µe = J(xe) значення вiдображення моменту в точцi xe.

Тобто положення вiдносної рiвноваги є критичними точками гамiльто-

нiана H звуженого на поверхню рiвня J−1(µe) ⊂ P . Функцiонал енергiї-

моменту Hµe
в теоремi 4.1 можна розглядати як функцiю Лагранжа, в

розумiннi теорiї оптимiзацiї. В даному випадку дослiджуваною на екс-

тремум функцiєю є H(x). Обмеження для системи вираженi рiвностями

J(x)− µe = 0, а ξ є множником Лагранжа. Зазначимо, що визначення ξe є

частиною процесу оптимiзацiї (знаходження екстремуму).

Згiдно з методом множникiв Лагранжа, друга варiацiя в варiацiйнiй

задачi з обмеженнями є знаковизначеною, якщо друга варiацiя варiацiй-

ної задачi без обмежень є знаковизначеною на пiдпросторi варiацiй, якi

задовольняють лiнеаризованим обмеженням. Проте, в даному випадку на-

вiть друга варiацiя в варiацiйнiй задачi з обмеженнями не є знаковизна-

ченою через iнварiантнiсть функцiоналу енергiї-моменту. Оскiльки H є G-

iнварiантним, нейтральними напрямками D2Hµe
(xe, ξe) будуть напрямки,

якi лежать в перетинi дотичного до g ·xe простору до орбiти G ·xe з ядром

оператора Txe
J. Результат отриманий у [34] показує, що даний перетин є

gµe
= g · xe ∩ ker[Txe

J], (4.15)

де gµe
– дотичний простiр до орбiти Gµe

· xe, а Gµe
– група iзотропiї µe

вiдносно коприєднаної дiї, з Лi-алгеброю

gµe
= {ξ ∈ g|ad∗

ξµe = 0}. (4.16)
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Вiдмiтимо, що для довiльних ν ∈ g та β ∈ gµe

ad∗
νµe · β = µe · [ν, β] = −µe · [β, ν] = −ad∗

βµe · ν = 0. (4.17)

Представлення (4.15) слiдує з умови (4.9). Дiйсно, якщо вибрати g = exp[ǫξ],

для довiльного ξ ∈ g i продиференцiювати (4.9), то отримаємо

Txe
J · ξ(xe) ≡ d

dǫ

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

J(Ψexp[ǫξ](xe)) =

=
d

dǫ

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

Ad∗
exp[−ǫξ](J(xe)) = ad∗

ξµe.

Тому, ξP (xe) ∈ g ·xe мiститься в ker[Txe
J] тодi i тiльки тодi, коли ad∗

ξµe = 0,

тобто коли ξ ∈ gµe
, що й доводить (4.15).

Основнi властивостi iнварiантностi функцiоналу енергiї-моменту вiдно-

сно дiї групи G мiстяться у наступному твердженнi [42]:

Твердження 4.2. Hµe
має наступнi властивостi:

1. Нехай G дiє на P × g як g · (x, ξ) = (Ψg(x),Adgξ). Тодi Hµe
є iнварi-

антним вiдносно лiвої дiї Gµe
.

2. В положеннi рiвноваги xe ∈ P з множником ξe та моментом µe =

J(xe) (тобто в критичнiй точцi (xe, ξe) функцiоналу Hµe
) виконує-

ться умова

ad∗
ξe
µe = 0, (4.18)

тому ξe ∈ gµe
.

3. Нехай G дiє на P × g як g · (x, ξ) = (Ψg(x), ξ). Тодi функцiонал

Hµe
|J−1(µe)×g є Gµe

-iнварiантним.

Оскiльки Hµe
|J−1(µe)×g Gµe

-iнварiантний, маємо

D2Hµe
(xe, ξe)((∆x, 0), (δx, 0)) = 0

для довiльних ∆x ∈ gµe
· xe та δx ∈ Txe

J−1(µe). Тому, положення вiдно-

сної рiвноваги не може бути строгим локальним екстремумом функцiоналу

енергiї-моменту, проте воно може бути локальним екстремумом при реду-

кцiї групи симетрiйGµe
. Даний результат мiститься у теоремi [67, 27, 28, 29]:
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Теорема 4.3. Нехай xe - положення вiдносної рiвноваги з орбiтою

E = {exp[ξet]·xe, ∀t > 0}. E - компактна множина в P . Якщо функцiонал

енергiї-моменту Hµe
досягає свого строгого трансверсального до орбiти

E максимуму або мiнiмуму, в положеннi вiдносної рiвноваги xe, тодi рух

E стiйкий за Раусом.

Для доведення даної теореми, достатньо помiтити, що якщо вiд Hµe

вiдняти Hµe
(xe) отримаємо функцiю Ляпунова для змiнних Рауса.

Наведена теорема у бiльшостi випадкiв допускає спрощення. Для виве-

дення спрощених умов введемо поняття формальної стiйкостi:

Означення 4.1. Положення рiвноваги є формально стiйким, якщо

D2Hµe
(xe, ξe)|J (4.19)

є знаковизначеною. Простiр J характеризується наступними властивостя-

ми:

1. J є пiдпростором дотичного простору до поверхнi рiвня J−1(µe) ⊂ P ,

що еквiвалентно J ⊂ ker[Txe
J].

2. Нейтральнi напрямки D2Hµe
(xe, ξe) в ker[Txe

J] зумовленi iнварiантнi-

стю Hµe
виключенi з J.

З другої умови означення J та представлення (4.15) отримаємо

J ∼= ker[Tze
J]/(gµe

· ze). (4.20)

Звiдки слiдує спiввiдношення

codim(J) = codim(ker[TeJ]) + dim(gµe
). (4.21)

Наступна теорема встановлює зв’язок мiж формальною стiйкiстю, орбi-

тальною стiйкiстю, та стiйкiстю за Раусом [39]:

Теорема 4.4. Нехай xe є звичайним положенням вiдносної рiвноваги

з орбiтою E = {exp[ξet] ·xe, ∀t > 0}. Дiя групи Gµe
є правильною та для g

iснує внутрiшнiй добуток iнварiантний вiдносно приєднаної дiї групи Gµe
.
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Тодi E є орбiтально стiйким та стiйким за Раусом, якщо xe формально

стiйке положення вiдносної рiвноваги.

Зазначимо, що положення вiдносної рiвноваги звичайне, якщо

ξP (xe) = ξ · xe 6= 0, ∀ξ ∈ g. (4.22)

Нагадаємо, що дiя групи є правильною, якщо Ψg - правильне вiдображення,

тобто прообразом компактної множини є компактна множина.

4.1.1. Метод енергiї-моменту у векторнiй формi. В даному па-

раграфi перейдемо до дослiдження стiйкостi вiдносних положень рiвноваги

N точкових вихорiв на сферi. Виклад матерiалу частково базується на ро-

ботi [40].

Як було вказано в роздiлi 2 фазовий простiр системи складається з N

сфер. Природне вкладення в R
3N здiйснюється за допомогою накладання

обмежень ||xi|| = r на радiус-вектори точкових вихорiв. Дужка Пуассона

(2.33) породжена натуральною симплектичною формою площi на кожнiй

iз сфер в фазовому просторi, тому її вкладення в R
3N можна розглядати

як суму дужок Лi-Пуассона в so(3)∗ ∼= R3, тобто

{f, g} = −
N
∑

i=1

r

Γi
xi · (∇if ×∇ig). (4.23)

де ∇i - градiєнт в i-й копiї R
3, тобто ∇if = (f ′

3i+1, f
′
3i+2, f

′
3i+3).

Оскiльки Гамiльтонiан iнварiантний вiдносно дiї групи SO(3) то в по-

значеннях попереднього параграфа, виберемо G = SO(3). Дiю даної групи

на P визначимо як обертання в кожнiй копiї R
3. Ця дiя є канонiчною вiд-

носно структури (2.33). Вiдповiдна Лi-алгебра натуральним чином отото-

жнюється з R3 з дужкою у виглядi векторного добутку, тобто

[ξ, η] = ξ × η, ∀ξ, η ∈ so(3).
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Векторне поле, яке є нескiнченно малим генератором, для x ∈ R
3N , ξ ∈

so(3). знаходиться як

ξP (x) =
d

dt
exp(ξt) · x

∣

∣

∣

∣

t=0

= (ξ × x1, .., ξ × xN). (4.24)

Згiдно з еквiвалентним означенням вiдображення моменту[2]: J буде вiд-

ображенням моменту, якщо для довiльних F ∈ F(P ), x ∈ R
3N , ξ ∈ so(3)

виконується наступне спiввiдношення

{F,< J(x), ξ >} = ξP [F ], (4.25)

де ξP [F ] похiдна Лi вiд функцiї F та

< J(x), ξ >=

N
∑

l=1

< Jl(x), ξ >d=

N
∑

l=1

Jl(x) · ξ, (4.26)

та Jl - проекцiя вектора J на l-у копiю R
3, < ·, · >d - вiдношення спряження

мiж елементами so(3) та so(3)∗ i у випадку, коли данi простори ототожню-

ються з R
3 дане вiдношення буде звичайним скалярним добутком векторiв.

Користуючись властивостями векторного добутку, отримаємо

{F,< J(x), ξ >} = −
N
∑

i=1

r

Γi
xi · (∇iF ×∇i < J(x), ξ >) =

= −
N
∑

i=1

r

Γi
∇iF · (∇i < J(x), ξ > ×xi) =

=

N
∑

i=1

∇iF · (∇i(

N
∑

l=1

−rJl(x)

Γi
· ξ) × xi) =

=
N
∑

i=1

∇iF · (ξ × xi) = ξP [F ],

Оскiльки данi спiввiдношення повиннi виконуватись для довiльних F , xi

та ξ, тому

∇i(
N
∑

l=1

−rJl(x)

Γi
· ξ) = ξ, i = 1, .., N. (4.27)
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В проекцiях на осi декартової системи координат

N
∑

l=1

−r(Jl(x))′3i+1

Γi
ξx = ξx,

N
∑

l=1

−r(Jl(x))′3i+2

Γi
ξy = ξy,

N
∑

l=1

−r(Jl(x))′3i+3

Γi
ξz = ξz,

i = 1, .., N.

Звiдки

−r(Jl(x))′3l+1

Γl
=

−r(Jl(x))′3l+2

Γl
=

−r(Jl(x))′3l+3

Γl
= 1,⇒

Jl(x) = −1

r
Γlxl,

Тобто

J(x) = −1

r

N
∑

i=1

Γixi, (4.28)

Вiдображення моменту є еквiварiантним, тобто

Ad∗
g−1(J(x)) = J(g(x)), ∀g ∈ SO(3). (4.29)

Звiдки слiдує, що величина ||J||2 iнварiантна вiдносно дiї групи SO(3).

Для дослiдження задач стiйкостi, згiдно з наведеною у попередньому

параграфi теорiєю, розглянемо функцiонал енергiї-моменту (4.14). Для ви-

користання варiацiйного числення в R3N , за допомогою методу множникiв

Лагранжа врахуємо додатковi умови ||xi||2 = r2. Використавши Гамiльто-

нiан (2.32) та вiдображення моменту (4.28) отримаємо

Hµe
(x1, ..,xN , ξ) = 1

4πr2

∑

i<j

ΓiΓj ln(2(r2 − xixj))+

+1
r

N
∑

i=1

[Γi(xi − µe,i) · ξ + ki(||xi||2 − r2)],
(4.30)
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Для знаходження положень вiдносної рiвноваги потрiбно покласти першу

варiацiю даного функцiоналу рiвну нулевi, тобто

δHµe
(x, ξ) = 0, (4.31)

Отримаємо

Γiξ − Γi

2πr2

N
∑

j=1,j 6=i

Γj
xj

l2ij
+ 2kixi = 0,

||xi||2 = r2, (4.32)

xi = µe,i, i = 1, .., N.

Наведенi рiвняння описують усi можливi положення вiдносної рiвноваги.

У випадку J 6= 0, оскiльки даний вектор залежить лише вiд координат

та сталих iнтенсивностей i є iнварiантом системи, точковi вихорi будуть

обертатись навколо вектора J. Група симетрiй яка описує дане положення

вiдносної рiвноваги є групою Gµe
= SO(2). Орбiтами даної групи будуть

кола в площинах перпендикулярних J. Розмiрнiсть Лi-алгебри даної групи

рiвна 1, тобто dim(so(2)) = 1. Згiдно з п.2 твердження 4.2 маємо, що ξ =

ω = −ω J

||J|| та (xe · so(2))i = span[(xe)i × J].

Похiдну вiдображення моменту можна записати у виглядi

DJ(x) · y = −1

r

N
∑

i=1

Γiyi, (4.33)

де y = (y1, ..,yN) ∈ TxP . Тому

kerDJ(x) = {y ∈ TxP |
N
∑

i=1

Γiyi = 0}. (4.34)

Продиференцiювавши двiчi Hµe
знайдемо другу варiацiю функцiоналу

енергiї-моменту

D2Hµe
=
∂2Hµe

∂ai∂bj
=











2
rkiδ

ab − Γi

πr2

N
∑

k=1,k 6=i

Γk
akbk

l4ki

, i = j,

− ΓiΓj

2πr2l2ij

(

δab + 2
ajbi

l2ij

)

, i 6= j.

(4.35)
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де i, j = 1, .., N, a, b ∈ {x, y, z}, δab = 1, коли a = b та δab = 0, коли a 6= b.

Оскiльки групи SO(3) та SO(2) компактнi, тому всi умови теорем 4.4,4.3

виконуються i визначенiсть другої варiацiї функцiоналу енергiї-моменту

дає можливiсть зробити висновки щодо стiйкостi дослiджуваної системи.

У випадку коли J = 0 групою симетрiй яка описує положення рiвнова-

ги, буде група Gµe
= SO(3). Дотичнi напрямки до орбiт групи утворюють

тривимiрний простiр, оскiльки Лi-алгебра даної групи є тривимiрним ве-

кторним простором. Якщо ототожнити Лi-алгебру so(3) з простором R
3

з дужкою у виглядi векторного добутку, тодi простiр дотичних до орбiт

напрямкiв можна записати у виглядi

gµe
= {(x× xe

1,x× xe
2, ..,x× xe

N)|x ∈ R
3}, (4.36)

де xe ∈ R
3N ,xe = (xe

1,x
e
2, ..,x

e
N) - положення рiвноваги системи. Оскiльки

N
∑

i=1

Γix × xe
i = x×

N
∑

i=1

Γix
e
i = x× 0 = 0, (4.37)

тому з (4.34) маємо gµe
⊂ kerDJ(0).

Доповнення C1 = kerDJ(xe) ⊖ gµe
та C2 = TP ⊖ gµe

будуть простора-

ми трансверсальних напрямкiв необхiдних для теорем 4.4,4.3 вiдповiдно.

Вдалий вибiр базису в цих просторах дозволяє спростити вигляд матрицi

другої варiацiї дослiджуваного функцiоналу. Конкретний вигляд "спрощу-

ючого" базису повнiстю залежить вiд конфiгурацiї системи.

Нехай B1, B2 - деякi базиси просторiв C1 та C2. Другу варiацiю Hµe

вздовж напрямкiв B1, B2 можна отримати, як

(δ2Hµe
|Bl

)i,j = δxT
i D

2Hµe
δxj, δxi, δxj ∈ Bl, i, j = 1, .., N, l = 1, 2. (4.38)

Як було вказано вище, положення рiвноваги є критичними точками

функцiоналу енергiї-моменту. З трансверсальної додатної (вiд’ємної) ви-

значеностi другої варiацiї слiдує, що положення рiвноваги є нелiнiйно стiй-

ким. У свою чергу, для того щоб показати що матриця є трансверсально
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додатновизначеною (вiд’ємновизначеною), достатньо показати що власнi

значення, якi вiдповiдають напрямкам трансверсальним до положень рiв-

новаги, є додатними (вiд’ємними). Зазначимо, що власнi значення якi вiд-

повiдають напрямкам дотичним до орбiт положень рiвноваги, повиннi бути

рiвнi нулю.

Для доведення нестiйкостi положень рiвноваги можна скористатись на-

ступною теоремою Ляпунова: якщо серед власних значень лiнеаризованої

навколо положення рiвноваги системи є числа з додатною дiйсною части-

ною, то оригiнальна система є нестiйкою.

4.1.2. Метод енергiї-моменту в цилiндричних координатах. Для

дослiдження стiйкостi осесиметричних конфiгурацiй досить зручно скори-

статись цилiндричною системою координат, яка пов’язана зi сферичними

координатами спiввiдношеннями

zi =
√

Γi cos θi,

φi = sign(Γi)
√

Γiφi,

i = 1, .., N.

Гамiльтонiан (2.32) прийме вигляд

H =
1

4πr2

∑

i<j

ΓiΓj ln[2(1 − zizj −
√

r2 − z2
i

√

r2 − z2
j cos(φi − φj))]. (4.39)

Якщо J 6= 0 виберемо систему координат таким чином, щоб вiсь Oz була

спiвнапрямлена з вектором J. Тодi функцiонал енергiї-моменту запишеться

у виглядi

Hµe
=

1

4πr2

∑

i<j

ΓiΓj ln[2(1−zizj−
√

r2 − z2
i

√

r2 − z2
j cos(φi−φj))]−ω

N
∑

i=1

Γizi,

(4.40)

де ω - кутова швидкiсть обертання конфiгурацiї. Оскiльки даний функцiо-

нал лiнiйно залежить вiд координат, тому друга варiацiя Hµe
спiвпадає з
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другою варiацiєю H. Для спрощення запису другої варiацiї H покладемо

r = 1 та домножимо H на 4π. Тодi компоненти матрицi других похiдних

H̄ = 4πH будуть мати вигляд

∂2H̄

∂φ2
i

=

=
N
∑

j=1,j 6=i

ΓiΓj

2

cos(φi − φj)
√

1 − z2
i

√

1 − z2
j (1 − zizj) − (1 − z2

i )(1 − z2
j )

l2ij
,

∂2H̄

∂φi∂φj
=

=
ΓiΓj

2

cos(φi − φj)
√

1 − z2
i

√

1 − z2
j (1 − zizj) + (1 − z2

i )(1 − z2
j )

l2ij
,

∂2H̄

∂z2
i

=

=
N
∑

j=1,j 6=i

ΓiΓj

2







(

zj(1 − z2
i ) − cos(φi − φj)zi

√

1 − z2
j

)2

(1 − z2
i )
√

1 − z2
j l

2
ij

− cos(φi − φj)

(1 − z2
i )lij






,

∂2H̄

∂zi∂zj
=

=
ΓiΓj

2

cos(φi − φj)
√

1 − z2
i

√

1 − z2
j (zizj − 1) +

√

1 − z2
i

√

1 − z2
j

√

1 − z2
i

√

1 − z2
j l

2
ij

,

∂2H̄

∂φ2
i

=
N
∑

j=1,j 6=i

ΓiΓj

2

sin(φi − φj)
√

1 − z2
i (zi − zj)

√

1 − z2
j l

2
ij

,

∂2H̄

∂φi∂φj
=

sin(φi − φj)
√

1 − z2
i (zi − zj)

√

1 − z2
j l

2
ij

.

Компоненти лiнеаризованої системи пов’язанi з компонентами матрицi

других похiдних наступними спiввiдношенням:

d

dt





z

φ



 = L2N





z

φ



 = (Ω♭)−1H2N





z

φ



 , (4.41)
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де

(Ω♭)−1 =





0N IN

−IN 0N



 (4.42)

та z,φ - вектори-стовпцi координат zi, φi, i = 1, .., N , 0N , IN - нульова та

одинична матрицi, H2N = D2(ze,φe) - матриця других похiдних у поло-

женнi рiвноваги.

На поверхнi сфери, введена система цилiндричних координат, по анало-

гiї зi сферичними координатами має особливостi на полюсах. Для того, щоб

усунути данi особливостi, для опису руху вихорiв якi знаходяться поблизу

полюсiв використаємо декартовi координати. Нехай

(xl,s, yl,s, zl,s), zl,s = −
√

r2 − x2
l,s − y2

l,s,

l = N + 1, .., N +Ns, (4.43)

(xm,n, ym,n, zm,n), zm,n =
√

r2 − x2
m,n − y2

m,n,

m = N +Ns + 1, .., N +Ns +Nn, (4.44)

координати вихорiв якi рухаються поблизу пiвденного та пiвнiчного полю-

са, вiдповiдно. Тодi з рiвнянь руху (2.23) отримаємо

ẋl,s =
N
∑

i=1

Γi

2πrl2il
(zl,s sinφi

√

r2 − z2
i − yl,szi) +

+

N+Ns
∑

j=N+1,j 6=l

Γj

2πrl2jl
(yj,szl,s − yl,szj,s) +

+

N+Ns+Nn
∑

k=N+Ns+1

Γk

2πrl2kl

(yk,nzl,s − yl,szk,n),

ẏl,s =
N
∑

i=1

Γi

2πrl2il
(−zl,s cosφi

√

r2 − z2
i + xl,szi) +

+

N+Ns
∑

j=N+1,j 6=l

Γj

2πrl2jl
(−xj,szl,s + xl,szj,s) +
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+

N+Ns+Nn
∑

k=N+Ns+1

Γk

2πrl2kl

(−xk,nzl,s + xl,szk,n),

та

ẋm,n =
N
∑

i=1

Γi

2πrl2im
(zm,n sinφi

√

r2 − z2
i − ym,nzi) +

+

N+Ns
∑

j=N+1

Γj

2πrl2jm
(yj,szm,n − ym,nzj,s) +

+

N+Ns+Nn
∑

k=N+Ns+1,k 6=m

Γk

2πrl2km

(yk,nzm,n − ym,nzk,n),

ẏm,n =
N
∑

i=1

Γi

2πrl2im
(−zm,n cosφi

√

r2 − z2
i + xm,nzi) +

+

N+Ns
∑

j=N+1

Γj

2πrl2jm
(−xj,szm,n + xm,nzj,s) +

+

N+Ns+Nn
∑

k=N+Ns+1,k 6=m

Γk

2πrl2km

(−xk,nzm,n + xm,nzk,n).

Данi рiвняння допускають наступну форму запису

ẋl,s = −zl,s

Γs

∂H

∂yl,s
, ẏl,s =

zl,s

Γs

∂H

∂xl,s
,

ẋm,n = −zm,n

Γn

∂H

∂ym,n
, ẏm,n =

zm,n

Γn

∂H

∂xm,n
,

де H - Гамiльтонiан (2.32) записаний у данiй змiшанiй системi координат

H =
1

4πr2





∑

16i<j6N

ΓiΓj ln[2(1 − zizj −
√

r2 − z2
i

√

r2 − z2
j cos(φi − φj))]+

+

i=N,j=N+Ns
∑

i=1,j=N+1

ΓiΓj ln[2(1−
√

r2 − z2
i (xj,s cosφi + yj,s sinφi) − zj,szi)] +

+

i=N,j=N+Ns+Nn
∑

i=1,j=N+Ns+1

ΓiΓj ln[2(1 −
√

r2 − z2
i (xj,n cosφi + yj,n sinφi) − zj,nzi)] −
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+
∑

N+16i<j6N+Ns+1

ΓiΓj ln[2(1 − xi,sxj,s − yi,syj,s − zi,szj,s)] −

+
∑

N+Ns+16i<j6N+Ns+Nn+1

ΓiΓj ln[2(1 − xi,nxj,n − yi,nyj,n − zi,nzj,n)] −

+

i=N+Ns,j=N+Ns+Nn
∑

i=N+1,j=N+Ns+1

ΓiΓj ln[2(1 − xi,sxj,n − yi,syj,n − zi,szj,n)]



 . (4.45)

Зазначимо, що у вищенаведених формулах величини zi,n, zj,s - не є неза-

лежними змiнними. Вони є наступними функцiями незалежних координат

xi,s, yi,s, xj,n, yj,n:

zi,s = −
√

r2 − x2
i,s − y2

i,s,

zj,n =
√

r2 − x2
j,n − y2

j,n.

Функцiонал енергiї-моменту в змiшанiй системi координат отримає вигляд

Hµe
= H − ω

(

N
∑

i=1

Γizi −
N+Ns
∑

i=N+1

Γi

√

r2 − x2
i,s − y2

i,s+

+

N+Ns+Nn
∑

i=N+Ns+1

Γi

√

r2 − x2
i,n − y2

i,n

)

. (4.46)

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд функцiоналу енергiї-моменту записаного в

цилiндричних координатах, даний функцiонал нелiнiйно залежить вiд ко-

ординат, тому його друга варiацiя вiдрiзняється вiд другої варiацiї H.

При дослiдженнi стiйкостi виникає необхiднiсть використання змiшаної

системи координат у випадку, коли точковi вихорi знаходяться на полюсах,

тобто коли

Ns 6 1, Nn 6 1.

Тодi Гамiльтонiан (4.45) та функцiонал енергiї-моменту (4.46) спростяться

до вигляду

H =
1

4πr2





∑

16i<j6N

ΓiΓj ln[2(1 − zizj −
√

r2 − z2
i

√

r2 − z2
j cos(φi − φj))]+
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+
N
∑

i=1

ΓiΓs ln[2(1 −
√

r2 − z2
i (x1,s cosφi + y1,s sinφi) − z1,szi)] +

+
N
∑

i=1

ΓiΓn ln[2(1−
√

r2 − z2
i (x1,n cosφi + y1,n sinφi) − z1,nzi)] +

+ΓsΓn ln[2(1− x1,sx1,n − y1,sy1,n − z1,sz1,n)]) , (4.47)

Hµe
= H − ω

(

N
∑

i=1

Γizi − Γs

√

r2 − x2
1,s − y2

1,s + Γn

√

r2 − x2
1,n − y2

1,n

)

,

(4.48)

де Γn,Γs - iнтенсивностi вихорiв розташованих на пiвнiчному та пiвденному

полюсi, вiдповiдно, та z1,s =
√

r2 − x2
1,s − y2

1,s, z1,n =
√

r2 − x2
1,n − y2

1,n.

4.2. Стiйкiсть трьох точкових вихорiв

Згiдно з твердженнями 3.7,3.8 дослiдимо окремо три випадки:

1. Вихорi не лежать на великому колi та утворюють вироджене поло-

ження вiдносної рiвноваги (c = 0).

4.1. Положення вiдносної рiвноваги трьох точкових вихорiв, якi не

лежать на великому колi та c = (−J) = 0 є нелiнiйно стiйкими поло-

женнями рiвноваги.

Оскiльки J = 0, групою симетрiй яка вiдповiдає даному положенню

рiвноваги є група Gµe
= SO(3). Тому

J−1(µe)/Gµe
= ∅, ⇒ kerDJ(xe)/gµe

= ∅.

Тодi за теоремою 4.4, оскiльки SO(3) компактна, маємо, що дослiджува-

не положення рiвноваги нелiнiйно стiйке. Iншими словами, з того що фун-

кцiонал енергiї-моменту досягає екстремуму в iзольованiй точцi, отримаємо

формальну стiйкiсть положення рiвноваги, звiдки за теоремою 4.4 слiдує

стiйкiсть за Раусом.

2. Вихорi не лежать на великому колi та утворюють невироджене поло-

ження рiвноваги (c 6= 0).
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4.2. Положення вiдносної рiвноваги трьох точкових вихорiв, якi не

лежать на великому колi та c 6= 0 є стiйкими обертаннями навколо

вектора c у випадку, коли

∑

i<j

ΓiΓj > 0,

та нестiйкi, коли
∑

i<j

ΓiΓj < 0.

Оскiльки c = (−J) 6= 0 є iнварiантом системи, тому вiдповiдною групою

симетрiй є група SO(2) - вона описує рух навколо вектора c. Дана група

також компактна, що дозволяє скористатись теоремою 4.4. Опишемо про-

стiр C1. Оскiльки розмiрнiсть so(2) рiвна 1, простiр дотичних напрямкiв

матиме вигляд gµe
= span{yo = (J× x1,J× x2,J× x3)}. Нехай v1,v2 ∈ R

3

лiнiйно незалежнi вектори такi, що жоден з векторiв x1,x2,x3,J не лежить

в площинi побудованiй на цих векторах. Виберемо наступний базис для

Txe
P :

e(1) = (x1 × v1, 0, 0),

e(2) = (0,x2 × v1, 0),

e(3) = (0, 0,x3 × v1),

e(4) = (x1 × v2, 0, 0),

e(5) = (0,x2 × v2, 0),

e(6) = (0, 0,x3 × v2),

Нехай αi, i = 1, .., 3 та βi, i = 1, .., 3 розв’язки системи














3
∑

i=1

Γiαixi = v1, або
3
∑

i=1

Γiαixi = 0,

3
∑

i=1

Γiβixi = v2, або
3
∑

i=1

Γiβixi = 0.
(4.49)
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Тодi вектор y =
3
∑

i=1

αie
(i) +

3
∑

i=1

βie
(i+3) буде належати kerDJ(xe), оскiльки

DJ · y = −1

r

(

3
∑

i=1

Γiαixi × v1 +
3
∑

i=1

Γiβixi × v2

)

= 0,

З того, що J /∈ span{v1,v2} отримаємо, що

J /∈ K = span{
3
∑

i=1

αie
(i) +

3
∑

i=1

βie
(i+3)|αi, βi - розв’язки (4.49)}.

З (4.34) слiдує, що розмiрнiсть kerDJ(xe) рiвна 2N − 3 = 6 − 3 = 3. Роз-

мiрнiсть gµe
рiвна 1, тому dim(C1) = 3 − 1 = 2. Оскiльки кожне з рiвнянь

у (4.49) має N − 2 = 1 розв’язок та вектори v1, v2 лiнiйно незалежнi отри-

маємо, що K = C1.

Нехай v1 = Γ1x1 + Γ2x2 та v2 = Γ1x1 + Γ3x3. Неважко переконатись,

що x1,x2,x3,J /∈ span{v1,v2}. Найпростiшi лiнiйно незалежнi розв’язки

рiвнянь (4.49)

α
(1)
1 = 1, α

(1)
2 = 1, α

(1)
3 = 0, β

(1)
i = 0, i = 1, .., 3,

β
(2)
1 = 1, β

(2)
2 = 0, β

(2)
3 = 1, α

(2)
i = 0, i = 1, .., 3.

Тому

C1 = span{ǫ(1) = (Γ2x1 × x2,−Γ1x1 × x2, 0),

ǫ(2) = (Γ3x1 × x3, 0,−Γ1x1 × x3)}.

Виберемо наступнi координати для положення рiвноваги

x1 = (r sin θ, 0, r cos θ),

x2 = (−r
2

sin θ,
r
√

3

2
sin θ, cos θ),

x2 = (−r
2

sin θ,−r
√

3

2
sin θ, cos θ),



81

де θ ∈ (−π, π). Тодi

x1 × x2 = (−
√

3

2
r2 cos θ sin θ,−3

2
r2 cos θ sin θ,

√
3

2
r2 sin2 θ),

x1 × x3 = (

√
3

2
r2 cos θ sin θ,−3

2
r2 cos θ sin θ,−

√
3

2
r2 sin2 θ).

З рiвнянь (4.32), отримаємо

ki = −Γ2
i

1

12πr3 sin2 θ
, i = 1, .., 3,

ξ = (
Γ2 + Γ3 − 2Γ1

12πr2 sin θ
,

Γ2 − Γ3

4
√

3πr2 sin θ
,
Γ1 + Γ2 + Γ3

6πr2 cos θ
).

Користуючись (4.38) отримаємо, що друга варiацiя функцiоналу вздовж

напрямкiв ǫ(1), ǫ(2) має вигляд

D2Hµe
|{ǫ(1),ǫ(2)} =

3 cos2 θΓ1Γ2Γ3

4π





−Γ1 − Γ2 Γ1

Γ1 −Γ1 − Γ3



 . (4.50)

Дана двовимiрна форма буде визначеною у випадку, коли її визначник

додатнiй, тобто за умови

Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3 > 0.

У випадку, коли визначник вiд’ємний, буде iснувати два напрямки, вздовж

яких форма D2Hµe
прийматиме протилежнi знаки. Тобто положення рiв-

новаги буде сiдловою точкою Hµe
у просторi C1. Тому при

Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3 < 0,

положення рiвноваги буде нестiйким.

3. Вихорi лежать на великому колi у вершинах рiвнобедреного пря-

мокутного трикутника та утворюють невироджене положення рiвноваги

(c 6= 0).

4.3. Положення вiдносної рiвноваги трьох точкових вихорiв, якi ле-

жать на великому колi у вершинах рiвнобедреного прямокутного трику-

тника (x1 = −x3,x1 · x2 = 0) та є невиродженими (c 6= 0) є стiйкими
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обертаннями навколо вектора c у випадку, коли

Γ2
1 + Γ2

3 >
∑

i 6=j

ΓiΓj,

та нестiйкi, коли

Γ2
1 + Γ2

3 <
∑

i 6=j

ΓiΓj.

Як i у попередньому випадку, вихори будуть обертатись навколо векто-

ра c = (−J) 6= 0 та групою симетрiй буде компактна група SO(2). Для

опису простору C1 скористаємось аналогiчними наведеним в попередньому

пунктi мiркуваннями. Вибравши v1 = Γ1x1 + Γ2x2 та v2 = x1 ×x2 (v2 - ве-

ктор ортогональний до екваторiальної площини в якiй знаходяться вихори)

отримаємо, що x1,x2,x3,J /∈ span{v1,v2}. Найпростiшi лiнiйно незалежнi

розв’язки рiвнянь (4.49)

α
(1)
1 = 1, α

(1)
2 = 1, α

(1)
3 = 0, β

(1)
i = 0, i = 1, .., 3.

β
(2)
1 = Γ3, β

(2)
2 = 0, β

(2)
3 = Γ1, α

(2)
i = 0, i = 1, .., 3.

Тодi базис простору C1 матиме наступний вигляд

ǫ(1) = e(1) + e(2) = (Γ2x1 × x2,−Γ1x1 × x2, 0),

ǫ(2) = Γ3e
(4) + Γ1e

(6) = (Γ3x1 × (x1 × x2), 0,Γ1x3 × (x1 × x2)).

Виберемо наступнi координати для положення рiвноваги

x1 = (r, 0, 0),

x2 = (0, r, 0),

x3 = (−r, 0, 0).

Тодi

x1 × x2 = (0, 0, r2),
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x1 × (x1 × x2) = (0,−r3, 0),

x3 × (x1 × x2) = (0, r3, 0).

З рiвнянь (4.32), отримаємо

k1 =
Γ1(Γ3 − 2Γ1)

16πr3
,

k2 = − Γ2
2

8πr3
,

k3 =
Γ3(Γ1 − 2Γ3)

16πr3
,

ξ = (
Γ1 − Γ3

4πr2
,

Γ2

4πr2
, 0).

Друга варiацiя функцiоналу вздовж напрямкiв ǫ(1), ǫ(2) має вигляд

D2Hµe
|{ǫ(1),ǫ(2)} =

1

8π





Γ1Γ
2
2Γ3 0

0 r2Γ1Γ3

(

Γ2
1 + Γ2

3 − 2 (Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3)
)



 .

По аналогiї з попереднiм випадком, дана двовимiрна форма буде визначе-

ною коли її визначник додатнiй, тобто за умови

Γ2
1 + Γ2

3 > 2 (Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3) .

У випадку, коли визначник вiд’ємний, буде iснувати два напрямки, вздовж

яких форма D2Hµe
прийматиме протилежнi знаки. Тобто положення рiв-

новаги буде сiдловою точкою Hµe
у просторi C1. Тому при

Γ2
1 + Γ2

3 < 2 (Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3) ,

положення рiвноваги буде нестiйким.

4. Вихорi лежать на великому колi у вершинах правильного трикутника

та утворюють невироджене положення рiвноваги (c 6= 0).

Для дослiдження стiйкостi в даному випадку скористаємось теоремою

4.3. Базис для простору Txe
P виберемо у наступному виглядi:

e
(i)
i = xe

i × (J× xe
i ), e

(i)
j = 0, i = 1, ..3, j 6= i,
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e
(4)
1 = −α1J × xe

1, e
(4)
2 = J × xe

2, e
(4)
3 = J × xe

3,

e
(5)
1 = 0, e

(5)
2 = −α2J × xe

2, e
(5)
3 = J × xe

3,

e
(6)
1 = J × xe

1, e
(6)
2 = J × xe

2, e
(6)
3 = J × xe

3,

де

α1 =
(J× xe

2)
2 + (J× xe

3)
2

(J × xe
1)

2
, α2 =

(J × xe
3)

2

(J × xe
2)

2
.

α1 та α2 вибранi таким чином, щоб e(i) · e(j) = 0 при 4 6 i < j 6 6. Не-

важко переконатись, що e(i) · e(j) = 0, i = 1, .., 3, j = 1, .., 6, j 6= i. Тобто

даний базис буде ортогональним базисом простору Txe
P . Вектор e(6) зали-

шає незмiнним вектор J. Оскiльки dim(so(2)) = 1, тому gµe
= span{e(6)}

та C2 = span{e(i)|i = 1, ..5}.
Не обмежуючи загальностi будемо вважати, що площина великого кола

спiвпадає з площиною Oxy та координати вихорiв мають вигляд

xe
1 = (r, 0, 0),

xe
2 = (−r

2
,
r
√

3

2
, 0),

xe
3 = (−r

2
,−r

√
3

2
, 0).

Тодi

J = (−(Γ1 − Γ2
1

2
− Γ3

1

2
),−(Γ2

√
3

2
− Γ3

√
3

2
), 0),

l2ij = s2 = 3r2.

Ненульовi компоненти векторiв e(i), i = 1, .., 5 матимуть вигляд

e
(1)
1 = (0,

√
3

2
r2(Γ2 − Γ3), 0),

e
(2)
2 = (

3

4
r2(Γ1 − Γ3),

√
3

4
r2(Γ1 − Γ3), 0),

e
(3)
3 = (

3

4
r2(Γ1 − Γ2),−

√
3

4
r2(Γ1 − Γ2), 0),
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e
(4)
1 = (0, 0, r

3
4(Γ1 − Γ2)

2 + 3
4(Γ1 − Γ3)

2

√
3

2 (Γ2 − Γ3)
,

e
(4)
2 = (0, 0,

√
3

2
r(Γ1 − Γ3)),

e
(4)
3 = (0, 0,−

√
3

2
r(Γ1 − Γ2)),

e
(5)
2 = (0, 0,−r

3
4(Γ1 − Γ2)

2

√
3

2 (Γ1 − Γ3)
),

e
(5)
3 = (0, 0,−

√
3

2
r(Γ1 − Γ2)).

Для подальших викладок важливi лише напрямки, тому вищенаведенi ве-

ктори можна спростити до

e
(1)
1 = (0, (Γ2 − Γ3), 0),

e
(2)
2 = ((Γ1 − Γ3), (Γ1 − Γ3), 0),

e
(3)
3 = ((Γ1 − Γ2), (Γ2 − Γ1), 0),

e
(4)
1 = (0, 0,

(Γ1 − Γ2)
2 + (Γ1 − Γ3)

2

(Γ2 − Γ3)
),

e
(4)
2 = (0, 0, (Γ1 − Γ3)),

e
(4)
3 = (0, 0, (Γ2 − Γ1)),

e
(5)
2 = (0, 0,

(Γ1 − Γ2)
2

(Γ1 − Γ3)
),

e
(5)
3 = (0, 0, (Γ1 − Γ2)).

Оскiльки ξ = − ω
||J||J, тому з формули (4.32) маємо

ξ =
1

2πrs2

3
∑

i=1

Γixi,

ki = − Γ2
i

4πrs2
.
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З (4.35) отримаємо

D2Hµe
=









A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33









, (4.51)

де

A11 =









−Γ1(6Γ1+Γ2+Γ3)
4πs4

√
3Γ1(Γ2−Γ3)

4πs4 0
√

3Γ1(Γ2−Γ3)
4πs4 −3Γ1(2Γ1+Γ2+Γ3)

4πs4 0

0 0 − 3Γ2
1

2πs4









,

A22 =









−Γ2(4Γ1+6Γ2+Γ3)
4πs4 −

√
3Γ2Γ3

4πs4 0

−
√

3Γ2Γ3

4πs4 −3Γ2(2Γ2+Γ3)
4πs4 0

0 0 − 3Γ2
2

2πs4









,

A33 =









−Γ3(4Γ1+Γ2+6Γ3)
4πs4

√
3Γ2Γ3

4πs4 0
√

3Γ2Γ3

4πs4 −3Γ3(Γ2+2Γ3)
4πs4 0

0 0 − 3Γ2
3

2πs4









,

A12 = A21 =









−Γ1Γ2

πs4 −
√

3Γ1Γ2

2πs4 0

0 −3Γ1Γ2

2πs4 0

0 0 −3Γ1Γ2

2πs4









,

A13 = A31 =









−Γ1Γ3

πs4

√
3Γ1Γ3

2πs4 0

0 −3Γ1Γ3

2πs4 0

0 0 −3Γ1Γ3

2πs4









,

A23 = A32 =









−7Γ2Γ3

4πs4 −
√

3Γ2Γ3

4πs4 0
√

3Γ2Γ3

4πs4 −3Γ2Γ3

4πs4 0

0 0 −3Γ2Γ3

2πs4









.

Тодi варiацiя вздовж e(i), i = 1, .., 5 матиме вигляд

D2Hµe
|e(i),i=1,..,5 =





B 0

0 C



 , (4.52)
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де

B =








−3Γ1(Γ2−Γ3)
2(2Γ1+Γ2+Γ3)

4πs4

(1+a)Γ1Γ2(Γ1−Γ3)(−Γ2+Γ3)
2πs4

(1+a)Γ1(Γ1−Γ2)(Γ2−Γ3)Γ3

2πs4

− (1+a)Γ1Γ2(Γ1−Γ3)(Γ2−Γ3)
2πs4 −Γ2(Γ1−Γ3)

2(2Γ1+6Γ2+aΓ3)
2πs4 −a(Γ1−Γ2)Γ2(Γ1−Γ3)Γ3

2πs4

(1+a)Γ1(Γ1−Γ2)(Γ2−Γ3)Γ3

2πs4 −a(Γ1−Γ2)Γ2(Γ1−Γ3)Γ3

2πs4 − (Γ1−Γ2)
2Γ3(2Γ1+aΓ2+6Γ3)

2πs4









,

a = 2 +
√

3,

C11 = −6Γ2
1

(

Γ2
1 + Γ2

2 − Γ2Γ3 + Γ2
3 − Γ1 (Γ2 + Γ3)

)

2

πs4 (Γ2 − Γ3) 2
,

C12 =
1

πs4 (Γ1 − Γ3) (−Γ2 + Γ3)
(3Γ1

(

Γ4
1 (Γ2 + Γ3)−

−Γ3
1

(

3Γ2
2 + 3Γ2Γ3 + 2Γ2

3

)

+ Γ2
1

(

4Γ3
2 + 3Γ2

2Γ3 + 3Γ2Γ
2
3 + 2Γ3

3

)

+

+Γ2

(

Γ4
2 − Γ3

2Γ3 + 2Γ2
2Γ

2
3 − Γ2Γ

3
3 + Γ4

3

)

− Γ1

(

3Γ4
2 + 3Γ2

2Γ
2
3 + Γ2Γ

3
3 + Γ4

3

))

),

C21 =
1

πs4 (Γ2 − Γ3) (−Γ1 + Γ3)
(3Γ1

(

Γ4
1 (Γ2 + Γ3)−

−Γ3
1

(

3Γ2
2 + 3Γ2Γ3 + 2Γ2

3

)

+ Γ2
1

(

4Γ3
2 + 3Γ2

2Γ3 + 3Γ2Γ
2
3 + 2Γ3

3

)

+

+Γ2

(

Γ4
2 − Γ3

2Γ3 + 2Γ2
2Γ

2
3 − Γ2Γ

3
3 + Γ4

3

)

− Γ1

(

3Γ4
2 + 3Γ2

2Γ
2
3 + Γ2Γ

3
3 + Γ4

3

))

),

C22 = −3
(

Γ2
1 (Γ2 + Γ3) + Γ2

(

Γ2
2 + Γ2

3

)

− Γ1

(

2Γ2
2 + Γ2Γ3 + Γ2

3

))

2

2πs4 (Γ1 − Γ3) 2
.

Визначник матрицi D2Hµe
|e(i),i=1,..,5 рiвний нулевi. Це означає що матри-

ця не є нi додатно, нi вiд’ємно визначеною i жодна з вищенаведених теорем

не дає вiдповiдь на питання щодо стiйкостi конфiгурацiї. Даний результат

повнiстю узгоджується з [40], де автори користуючись подiбними мiркува-

ннями показали, що аналiз другої варiацiї не мiстить повної iнформацiї про

стiйкiсть положення рiвноваги.

Оскiльки визначник другої варiацiї функцiоналуHµe
рiвний нулевi вздовж

напрямкiв e(i), i = 1, .., 5, для дослiдження стiйкостi розглянемо доданки

вищого порядку у розкладi Hµe
навколо положення рiвноваги. Для спро-

щення викладок замiсть e(i), i = 1, .., 5 скористаємось

ǫ(i) = e(i), 1 6 i 6 3,

ǫ
(4)
j = (0, 0,Γj), 1 6 j 6 3,
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ǫ
(5)
1 = (0, 0,Γ2

2 + Γ2
3 − Γ1(Γ2 + Γ3)),

ǫ
(5)
2 = (0, 0,Γ2

1 + Γ2
3 − Γ2(Γ1 + Γ3)),

ǫ
(5)
3 = (0, 0,Γ2

1 + Γ2
2 − Γ3(Γ1 + Γ2)),

ǫ(6) = e(6),

де вектори ǫ(4), ǫ(5), ǫ(6) - власнi вектори матрицi D2Hµe
, причому ǫ(5), ǫ(6)

належать ядру матрицi другої варiацiї. Користуючись базисом ǫ(i), 1 6 i 6 6

довiльний вектор δx ∈ Txe
P можна представити у виглядi

δx =
6
∑

i=1

νiǫ
(i), (4.53)

Тодi в околi положення рiвноваги xe маємо

Hµe
(xe + δx) = Hµe

(xe) + δxTD2Hµe
δx +D3Hµe

(δx, δx, δx) +

+D4Hµe
(δx, δx, δx, δx) + o(||δx||4),

де D3Hµe
та D4Hµe

- 3-форма та 4-форма третiх та четвертих похiдних.

Скориставшись замiною змiнних (4.53) отримаємо

Hµe
(xe +

6
∑

i=1

νiǫ
(i)) = Hµe

(xe) + νTD2ν +D3(ν,ν,ν) +

+D4(ν,ν,ν,ν) + o(||ν||4),

де ν = (ν1, . . . , ν6), νTD2ν, D3, D4 вiдповiднi форми записанi в змiнних

νi, i = 1, . . . , 6. Оскiльки нас цiкавить трансверсальний до орбiти групи

екстремум, покладемо ν6 = 0 (довiльна варiацiя в Txe
P яка має ненульову

компоненту ν6 за допомогою паралельного переносу вздовж орбiти може

бути представлена як варiацiя вiдносно iншої точки орбiти з ν6 = 0). Серед

νi, i = 1, . . . , 5 тiльки ν5 вiдповiдає нульовому напрямку D2. Тому, для того

щоб скористатись лемою А.1 виконаємо наступну замiну змiнних

ζi = νi, i = 1, . . . , 3,
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ζ4 = ν2
5 , ζ5 = ν4.

Тодi Hµe
в околi положення рiвноваги можна записати у виглядi (за умови

ν6 = 0)

Hµe
(xe +

5
∑

i=1

ζiǫ
(i)) = Hµe

(xe) + ζT D̃2ζ + o(||ζ||2), (4.54)

де ζ = (ζ1, . . . , ζ6) та

D̃2 =





F 0

0 −3(Γ2
1+Γ2

2+Γ2
3)2

2πs4



 .

де

F11 = −3Γ1 (Γ2 − Γ3)
2 (2Γ1 + Γ2 + Γ3)

4πs4
,

F22 = −Γ2 (Γ1 − Γ3)
2
(

2Γ1 + 6Γ2 +
(

2 +
√

3
)

Γ3

)

2πs4
,

F33 = −(Γ1 − Γ2)
2Γ3

(

2Γ1 +
(

2 +
√

3
)

Γ2 + 6Γ3

)

2πs4
,

F44 = − 36

πs6

[

Γ8
1Γ2Γ3 + Γ3

2 (Γ2 − Γ3)
4Γ3

3 + Γ7
1

(

Γ3
2 + Γ2

2Γ3 + Γ2Γ
2
3 + Γ3

3

)

+

+Γ2
1Γ2 (Γ2 − Γ3)

2Γ3

(

Γ4
2 − 6Γ3

2Γ3 − 6Γ2Γ
3
3 + Γ4

3

)

−

−Γ6
1

(

4Γ4
2 + 5Γ3

2Γ3 + 8Γ2
2Γ

2
3 + 5Γ2Γ

3
3 + 4Γ4

3

)

+

+Γ1Γ2 (Γ2 − Γ3)
2Γ3

(

Γ5
2 + 3Γ4

2Γ3 + 3Γ2Γ
4
3 + Γ5

3

)

+

+Γ5
1

(

6Γ5
2 + 3Γ4

2Γ3 + 13Γ3
2Γ

2
3 + 13Γ2

2Γ
3
3 + 3Γ2Γ

4
3 + 6Γ5

3

)

−

−Γ4
1

(

4Γ6
2 − 3Γ5

2Γ3 + 12Γ4
2Γ

2
3 + 5Γ3

2Γ
3
3 + 12Γ2

2Γ
4
3 − 3Γ2Γ

5
3 + 4Γ6

3

)

+

+Γ3
1

(

Γ7
2 − 5Γ6

2Γ3 + 13Γ5
2Γ

2
3 − 5Γ4

2Γ
3
3 − 5Γ3

2Γ
4
3 + 13Γ2

2Γ
5
3 − 5Γ2Γ

6
3 + Γ7

3

)]

,

F12 = F21 =

(

3 +
√

3
)

Γ1Γ2 (Γ1 − Γ3) (−Γ2 + Γ3)

2πs4
,

F13 = F31 =

(

3 +
√

3
)

Γ1 (Γ1 − Γ2) (Γ2 − Γ3) Γ3

2πs4
,

F14 = F41 =
9Γ1 (Γ2 − Γ3)

2

2πs5
×

×
[

Γ3
1 (Γ2 + Γ3) + Γ1 (Γ2 − Γ3)

2 (Γ2 + Γ3) +

+2Γ2Γ3

(

Γ2
2 + Γ2

3

)

− 2Γ2
1

(

Γ2
2 + Γ2Γ3 + Γ2

3

)]

,
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F23 = F32 = −
(

2 +
√

3
)

(Γ1 − Γ2) Γ2 (Γ1 − Γ3) Γ3

2πs4
,

F24 = F42 =
3

2πs5
Γ2 (Γ1 − Γ3)

(

Γ2
1 − Γ1Γ2 + Γ3 (−Γ2 + Γ3)

)

×

×
[(

3 +
√

3
)

Γ2 (Γ2 − Γ3) Γ3 + Γ2
1

(

2
√

3Γ2 + 3
(

1 +
√

3
)

Γ3

)

−

− Γ1

(

2
√

3Γ2
2 + 3

(

1 +
√

3
)

Γ2
3

)]

,

F34 = F43 =
3

2πs5
(Γ1 − Γ2) Γ3

(

Γ2
1 + Γ2 (Γ2 − Γ3) − Γ1Γ3

)

×

×
[

−
(

3 +
√

3
)

Γ2 (Γ2 − Γ3) Γ3 + Γ2
1

(

3
(

1 +
√

3
)

Γ2 + 2
√

3Γ3

)

−

−Γ1

(

3
(

1 +
√

3
)

Γ2
2 + 2

√
3Γ2

3

)]

.

Згiдно з лемою А.1, Hµe
буде мати строгий локальний трансверсальний

мiнiмум у випадку, коли D̃2 буде знаковизначеною. Оскiльки {D̃2}55 < 0,

тому четвертий та п’ятий мiнори матимуть протилежнi знаки i за кри-

терiєм Сiльвестра можлива тiльки вiд’ємна визначенiсть. Тому згiдно з

вищеназваним критерiєм умови стiйкостi приймуть вигляд:






























































































−
3

4πs4
Γ1 (Γ2 − Γ3)

2 (2Γ1 + Γ2 + Γ3) < 0,

1

8π2s8
3Γ1Γ2 (Γ1 − Γ3)

2 (Γ2 − Γ3)
2
[

4Γ2
1 + (Γ2 + Γ3)

(

6Γ2 +
(

2 +
√

3
)

Γ3

)

+

+Γ1

((

6 − 4
√

3
)

Γ2 + 2
(

3 +
√

3
)

Γ3

)]

> 0,

−
1

8π3s12
3Γ1 (Γ1 − Γ2)

2Γ2 (Γ1 − Γ3)
2 (Γ2 − Γ3)

2Γ3×
×
[

4Γ3
1 − 2

(

−5 +
√

3
)

Γ2
1 (Γ2 + Γ3)−

−Γ1

((

−6 +
√

3
)

Γ2
2 + 2

(

12 + 19
√

3
)

Γ2Γ3 +
(

−6 +
√

3
)

Γ2
3

)

+

+3 (Γ2 + Γ3)
((

2 +
√

3
)

Γ2
2 + 6Γ2Γ3 +

(

2 +
√

3
)

Γ2
3

)]

< 0,

det(F) > 0.

(4.55)

Зауваження 4.1. Вiдмiтимо, що порушення даних умов не означає не-

стiйкiсть. Для трьох точкових вихорiв, якi лежать у вершинах правильного

екваторiального трикутника, знаходження областей нестiйкостi в загально-
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му випадку є доволi складною задачею i вимагає окремого дослiдження.

4.3. Стiйкiсть симетричних конфiгурацiй

Наявнiсть додаткової симетрiї в системi дозволяє спростити викладки

та на вiдмiну вiд попереднього параграфу у бiльшостi випадкiв дозволяє

використати координатнi методи для дослiдження стiйкостi.

4.3.1. Стiйкiсть тетраедра. Проведемо загальний аналiз стiйкостi

конфiгурацiй у формi тетраедра. В попередньому роздiлi було показано,

що тетраедр буде положенням вiдносної рiвноваги при довiльному набо-

рi iнтенсивностей Γi, i = 1, .., 4. В даному параграфi дослiдимо стiйкiсть

невироджених конфiгурацiй (J 6= 0). Стiйкiсть виродженої конфiгурацiї

розглянуто в наступному параграфi.

4.4. Положення рiвноваги у формi тетраедра при J 6= 0 стiйке у ви-

падку

Γ3Γ4(Γ
4
1Γ

2
2 + 2Γ3

1Γ
3
2 + Γ2

1Γ
4
2 + Γ4

1Γ2Γ3 − 5Γ3
1Γ

2
2Γ3 − 5Γ2

1Γ
3
2Γ3 + Γ1Γ

4
2Γ3 +

+Γ3
1Γ2Γ

2
3 + 2Γ2

1Γ
2
2Γ

2
3 + Γ1Γ

3
2Γ

2
3 + Γ4

1Γ2Γ4 − 5Γ3
1Γ

2
2Γ4 − 5Γ2

1Γ
3
2Γ4 +

+Γ1Γ
4
2Γ4 − 8Γ3

1Γ2Γ3Γ4 + 32Γ2
1Γ

2
2Γ3Γ4 − 8Γ1Γ

3
2Γ3Γ4 + Γ3

1Γ
2
3Γ4 −

−5Γ2
1Γ2Γ

2
3Γ4 − 5Γ1Γ

2
2Γ

2
3Γ4 + Γ3

2Γ
2
3Γ4 + Γ3

1Γ2Γ
2
4 + 2Γ2

1Γ
2
2Γ

2
4 + Γ1Γ

3
2Γ

2
4 +

+Γ3
1Γ3Γ

2
4 − 5Γ2

1Γ2Γ3Γ
2
4 − 5Γ1Γ

2
2Γ3Γ

2
4 + Γ3

2Γ3Γ
2
4 + Γ2

1Γ
2
3Γ

2
4 + 2Γ1Γ2Γ

2
3Γ

2
4 +

+Γ2
2Γ

2
3Γ

2
4) > 0, (4.56)

∑

i>j

Γ2
i Γ

2
j +

∑

i 6=j 6=k

Γ2
iΓjΓk − 30Γ1Γ2Γ3Γ4 > 0,

Γ1Γ2(Γ
2
1(Γ2 + Γ3) + Γ2Γ3(Γ2 + Γ3) + Γ1(Γ

2
2 − 6Γ2Γ3 + Γ2

3)) ×

×(Γ2Γ
2
3Γ4(Γ2Γ

2
3(2Γ3 − Γ4)Γ4 + Γ3

3Γ
2
4 + Γ3

2(Γ3 + Γ4)
2 +

+Γ2
2(Γ

3
3 − Γ3Γ

2
4)) + Γ4

1(Γ
2
3Γ4(Γ3 + Γ4)

2 + Γ3
2(Γ

2
3 + 3Γ3Γ4 + Γ2

4) +

+Γ2Γ3(Γ
3
3 − 2Γ2

3Γ4 − 5Γ3Γ
2
4 − 2Γ3

4) + Γ2
2(2Γ3

3 + 2Γ3Γ
2
4 + Γ3

4)) +
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+Γ2
1(Γ

4
3(2Γ3 − Γ4)Γ

2
4 − Γ2Γ

3
3Γ4(4Γ2

3 − 8Γ3Γ4 + Γ2
4) +

+Γ3
2Γ3(−4Γ3

3 + 14Γ2
3Γ4 + 26Γ3Γ

2
4 − 5Γ3

4) + Γ4
2(2Γ3

3 + 2Γ3Γ
2
4 + Γ3

4) +

+2Γ2
2Γ

2
3(Γ

3
3 + 13Γ2

3Γ4 − 19Γ3Γ
2
4 + 3Γ3

4)) + Γ1Γ3(Γ
4
3Γ

3
4 −

−2Γ2Γ
3
3Γ

2
4(2Γ3 + Γ4) − Γ2

2Γ
2
3Γ4(4Γ2

3 − 8Γ3Γ4 + Γ2
4) +

+Γ4
2(Γ

3
3 − 2Γ2

3Γ4 − 5Γ3Γ
2
4 − 2Γ3

4) + Γ3
2Γ3(Γ

3
3 − 14Γ2

3Γ4 − 5Γ3Γ
2
4 + 4Γ3

4)) +

+Γ3
1(Γ

3
3Γ4(Γ

2
3 − Γ2

4) + Γ4
2(Γ

2
3 + 3Γ3Γ4 + Γ2

4) + Γ2
2Γ3(−4Γ3

3 + 14Γ2
3Γ4 +

+26Γ3Γ
2
4 − 5Γ3

4) − 2Γ3
2(2Γ3

3 + 12Γ2
3Γ4 + 10Γ3Γ

2
4 − Γ3

4) +

+Γ2Γ
2
3(Γ

3
3 − 14Γ2

3Γ4 − 5Γ3Γ
2
4 + 4Γ3

4))) > 0.

Для доведення теореми використаємо векторний пiдхiд розвинений у

попереднiх параграфах. Оскiльки J 6= 0, тому групою симетрiй є гру-

па SO(2) - обертань навколо вектора J. Дана група є компактною, що

дозволяє скористатись теоремою 4.4. Оскiльки розмiрнiсть so(2) рiвна 1,

простiр нейтральних дотичних напрямкiв має вигляд gµe
= span{yo =

(J × x1,J × x2,J × x3,J × x4)}. Для опису простору C1, скористаємось

методом описаним в попередньому параграфi. Нехай v1,v2 ∈ R
3 лiнiйно

незалежнi вектори такi, що жоден з векторiв x1,x2,x3,x4,J не лежить в

площинi побудованiй на цих векторах. Виберемо наступний базис для Txe
P :

e(1) = (x1 × v1, 0, 0, 0),

e(2) = (0,x2 × v1, 0, 0),

e(3) = (0, 0,x3 × v1, 0),

e(4) = (0, 0, 0,x4 × v1),

e(5) = (x1 × v2, 0, 0, 0),

e(6) = (0,x2 × v2, 0, 0),

e(7) = (0, 0,x3 × v2, 0),

e(8) = (0, 0, 0,x3 × v2),
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Нехай αi, i = 1, .., 4 та βi, i = 1, .., 4 розв’язки системи














4
∑

i=1

Γiαixi = v1, або
4
∑

i=1

Γiαixi = 0,

4
∑

i=1

Γiβixi = v2, або
4
∑

i=1

Γiβixi = 0.
(4.57)

Тодi вектор y =
4
∑

i=1

αie
(i) +

4
∑

i=1

βie
(i+4) буде належати kerDJ(xe), оскiльки

DJ · y = −1

r

(

4
∑

i=1

Γiαixi × v1 +

4
∑

i=1

Γiβixi × v2

)

= 0,

З того, що J /∈ span{v1,v2} отримаємо, що

J /∈ K = span{
4
∑

i=1

αie
(i) +

4
∑

i=1

βie
(i+4)|αi, βi - розв’язки (4.49)}.

З (4.34) слiдує, що розмiрнiсть kerDJ(xe) рiвна 2N − 3 = 8 − 3 = 5. Роз-

мiрнiсть gµe
рiвна 1, тому dim(C1) = 5 − 1 = 4. Оскiльки кожне з рiвнянь

у (4.49) має N − 2 = 2 незалежних розв’язки та вектори v1, v2 лiнiйно

незалежнi отримаємо, що K = C1.

Нехай v1 = Γ1x1 + Γ2x2 + Γ3x3 та v1 = Γ1x1 + Γ2x2 + Γ4x4. Оскiльки

Γ1Γ2Γ3Γ4 6= 0, тому x1,x2,x3,x4,J /∈ span{v1,v2}. Найпростiшi лiнiйно

незалежнi розв’язки системи (4.57)

α
(1)
1 = 1, α

(1)
2 = 1, α

(1)
3 = 1, α

(1)
4 = 0, β

(1)
i = 0, i = 1, .., 4.

β
(2)
1 = 1, β

(2)
2 = 1, β

(2)
3 = 0, β

(2)
4 = 1, α

(2)
i = 0, i = 1, .., 4.

α
(3)
1 =

1

Γ1
, α

(3)
2 =

1

Γ2
, α

(3)
3 =

1

Γ3
, α

(3)
4 =

1

Γ4
, β

(3)
i = 0, i = 1, .., 4.

β
(4)
1 =

1

Γ1
, β

(4)
2 =

1

Γ2
, β

(4)
3 =

1

Γ3
, β

(4)
4 =

1

Γ4
, α

(4)
i = 0, i = 1, .., 4.

Тодi базис простору C1 матиме наступний вигляд

ǫ(1) = e(1) + e(2) + e(3) =
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= (Γ2x1 × x2 + Γ3x1 × x3,−Γ1x1 × x2 + Γ3x2 × x3,

−Γ1x1 × x3 − Γ2x2 × x3, 0),

ǫ(2) = e(5) + e(6) + e(8) =

= (Γ2x1 × x2 + Γ4x1 × x4,−Γ1x1 × x2 + Γ4x2 × x4,

0,−Γ1x1 × x4 − Γ2x2 × x4),

ǫ(3) =
1

Γ1
e(1) +

1

Γ2
e(2) +

1

Γ3
e(3) +

1

Γ4
e(4) =

= (
Γ2

Γ1
x1 × x2 +

Γ3

Γ1
x1 × x3,−

Γ1

Γ2
x1 × x2 +

Γ3

Γ2
x2 × x3,

−Γ1

Γ3
x1 × x3 −

Γ2

Γ3
x2 × x3,−

Γ1

Γ4
x1 × x4 −

Γ2

Γ4
x2 × x4 −

Γ3

Γ4
x3 × x4),

ǫ(4) =
1

Γ1
e(5) +

1

Γ2
e(6) +

1

Γ3
e(7) +

1

Γ4
e(8) =

= (
Γ2

Γ1
x1 × x2 +

Γ4

Γ1
x1 × x4,−

Γ1

Γ2
x1 × x2 +

Γ4

Γ2
x2 × x4,

−Γ1

Γ3
x1 × x3 −

Γ2

Γ3
x2 × x3 +

Γ4

Γ3
x3 × x4,−

Γ1

Γ4
x1 × x4 −

Γ2

Γ4
x2 × x4).

Виберемо наступнi координати для положення рiвноваги

x1 = (
r√
3
,
r√
3
,
r√
3
),

x2 = (
r√
3
,− r√

3
,− r√

3
),

x3 = (− r√
3
,
r√
3
,− r√

3
),

x4 = (− r√
3
,− r√

3
,
r√
3
).

Тодi

x1 × x2 = (0,
2r2

3
,−2r2

3
),

x1 × x3 = (−2r2

3
, 0,

2r2

3
),

x1 × x4 = (
2r2

3
,−2r2

3
, 0),

x2 × x3 = (
2r2

3
,
2r2

3
, 0),
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x2 × x4 = (−2r2

3
, 0,−2r2

3
),

x3 × x4 = (0,
2r2

3
,
2r2

3
).

З рiвнянь (4.32), отримаємо

ki = − 3Γ2
i

32πr3
, i = 1, .., 4,

ξ = (

√
3(Γ1 + Γ2 − Γ3 − Γ4)

16πr2
,

√
3(Γ1 − Γ2 + Γ3 − Γ4)

16πr2
,

√
3(Γ1 − Γ2 − Γ3 + Γ4)

16πr2
).

Друга варiацiя функцiоналу вздовж напрямкiв ǫ(j), j = 1, .., 4 має вигляд

D2Hµe
|ǫ(j),j=1,..,4 = (dij)i=1,..,4,j=1,..,4,

де

d11 = −1

3
Γ2

1Γ2Γ4 −
1

3
Γ1Γ

2
2Γ4 −

1

3
Γ2

1Γ3Γ4 + 2Γ1Γ2Γ3Γ4 −

−1

3
Γ2

2Γ3Γ4 −
1

3
Γ1Γ

2
3Γ4 −

1

3
Γ2Γ

2
3Γ4,

d22 = −1

3
Γ2

1Γ2Γ3 −
1

3
Γ1Γ

2
2Γ3 −

1

3
Γ2

1Γ3Γ4 + 2Γ1Γ2Γ3Γ4 −

−1

3
Γ2

2Γ3Γ4 −
1

3
Γ1Γ3Γ

2
4 −

1

3
Γ2Γ3Γ

2
4,

d33 = 2Γ2
1 −

4Γ1Γ2

3
+ 2Γ2

2 −
Γ2

1Γ2

3Γ3
− Γ1Γ

2
2

3Γ3
− 4Γ1Γ3

3
− Γ2

1Γ3

3Γ2
− 4Γ2Γ3

3
−

−Γ2
2Γ3

3Γ1
+ 2Γ2

3 −
Γ1Γ

2
3

3Γ2
− Γ2Γ

2
3

3Γ1
− Γ2

1Γ2

3Γ4
− Γ1Γ

2
2

3Γ4
− Γ2

1Γ3

3Γ4
+

2Γ1Γ2Γ3

Γ4
−

−Γ2
2Γ3

3Γ4
− Γ1Γ

2
3

3Γ4
− Γ2Γ

2
3

3Γ4
− Γ2

1Γ4

3Γ2
− Γ2

2Γ4

3Γ1
− Γ2

1Γ4

3Γ3
+

2Γ1Γ2Γ4

3Γ3
− Γ2

2Γ4

3Γ3
+

+
2Γ1Γ3Γ4

3Γ2
+

2Γ2Γ3Γ4

3Γ1
− Γ2

3Γ4

3Γ1
− Γ2

3Γ4

3Γ2
,

d44 = 2Γ2
1 −

4Γ1Γ2

3
+ 2Γ2

2 −
Γ2

1Γ2

3Γ3
− Γ1Γ

2
2

3Γ3
− Γ2

1Γ3

3Γ2
− Γ2

2Γ3

3Γ1
− Γ2

1Γ2

3Γ4
−
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−Γ1Γ
2
2

3Γ4
− Γ2

1Γ3

3Γ4
+

2Γ1Γ2Γ3

3Γ4
− Γ2

2Γ3

3Γ4
− 4Γ1Γ4

3
− Γ2

1Γ4

3Γ2
− 4Γ2Γ4

3
− Γ2

2Γ4

3Γ1
−

−Γ2
1Γ4

3Γ3
+

2Γ1Γ2Γ4

Γ3
− Γ2

2Γ4

3Γ3
+

2Γ1Γ3Γ4

3Γ2
+

2Γ2Γ3Γ4

3Γ1
+ 2Γ2

4 −
Γ1Γ

2
4

3Γ2
−

−Γ2Γ
2
4

3Γ1
− Γ1Γ

2
4

3Γ3
− Γ2Γ

2
4

3Γ3
− Γ3Γ

2
4

3Γ1
− Γ3Γ

2
4

3Γ2
,

d12 = d21 =
1

3
Γ2

1Γ3Γ4 −
2

3
Γ1Γ2Γ3Γ4 +

1

3
Γ2

2Γ3Γ4,

d13 = d31 =
1

3
Γ2

1Γ2 +
1

3
Γ1Γ

2
2 +

1

3
Γ2

1Γ3 − 2Γ1Γ2Γ3 +
1

3
Γ2

2Γ3 +
1

3
Γ1Γ

2
3 +

+
1

3
Γ2Γ

2
3 −

2

3
Γ2

1Γ4 +
2

3
Γ1Γ2Γ4 −

2

3
Γ2

2Γ4 +
2

3
Γ1Γ3Γ4 +

2

3
Γ2Γ3Γ4 −

2

3
Γ2

3Γ4,

d14 = d41 =
1

3
Γ2

1Γ2 +
1

3
Γ1Γ

2
2 +

1

3
Γ2

1Γ3 −
4

3
Γ1Γ2Γ3 +

1

3
Γ2

2Γ3 −
2

3
Γ2

1Γ4 +

+
2

3
Γ1Γ2Γ4 −

2

3
Γ2

2Γ4 +
1

3
Γ1Γ3Γ4 +

1

3
Γ2Γ3Γ4,

d23 = d32 =
1

3
Γ2

1Γ2 +
1

3
Γ1Γ

2
2 −

2

3
Γ2

1Γ3 +
2

3
Γ1Γ2Γ3 −

2

3
Γ2

2Γ3 +
1

3
Γ2

1Γ4 −

−4

3
Γ1Γ2Γ4 +

1

3
Γ2

2Γ4 +
1

3
Γ1Γ3Γ4 +

1

3
Γ2Γ3Γ4,

d24 = d42 =
1

3
Γ2

1Γ2 +
1

3
Γ1Γ

2
2 −

2

3
Γ2

1Γ3 +
2

3
Γ1Γ2Γ3 −

2

3
Γ2

2Γ3 +
1

3
Γ2

1Γ4 −

−2Γ1Γ2Γ4 +
1

3
Γ2

2Γ4 +
2

3
Γ1Γ3Γ4 +

2

3
Γ2Γ3Γ4 +

1

3
Γ1Γ

2
4 +

1

3
Γ2Γ

2
4 −

2

3
Γ3Γ

2
4,

d34 = d43 = 2Γ2
1 −

4Γ1Γ2

3
+ 2Γ2

2 −
Γ2

1Γ2

3Γ3
− Γ1Γ

2
2

3Γ3
− 2Γ1Γ3

3
− Γ2

1Γ3

3Γ2
−

−2Γ2Γ3

3
− Γ2

2Γ3

3Γ1
− Γ2

1Γ2

3Γ4
− Γ1Γ

2
2

3Γ4
− Γ2

1Γ3

3Γ4
+

4Γ1Γ2Γ3

3Γ4
− Γ2

2Γ3

3Γ4
− 2Γ1Γ4

3
−

−Γ2
1Γ4

3Γ2
− 2Γ2Γ4

3
− Γ2

2Γ4

3Γ1
− Γ2

1Γ4

3Γ3
+

4Γ1Γ2Γ4

3Γ3
− Γ2

2Γ4

3Γ3
− 2Γ3Γ4

3
+

+
Γ1Γ3Γ4

Γ2
+

Γ2Γ3Γ4

Γ1
.

Дана квадратична форма буде визначеною у випадку, коли 2-й та 4-й го-

ловнi мiнори додатнi разом з добутком 1-го та 3-го. Пiсля спрощень данi

умови запишуться у виглядi (4.56).

4.3.2. Стiйкiсть правильної трикутної пiрамiди. Згiдно з Твер-

дженням 3.9 правильна трикутна пiрамiда з основою в екваторiальнiй пло-



97

щинi буде положенням вiдносної рiвноваги за умови, коли вихорi розмiщенi

в основi мають однакову iнтенсивнiсть. Нехай Γ1 = Γ2 = Γ3. Введемо без-

розмiрний параметр κ = Γ4

Γ1
.

4.5. Правильна трикутна пiрамiда є нелiнiйно стiйким положенням

вiдносної рiвноваги при

κ > 0, (4.58)

лiнiйно стiйким при

−9

8
< κ < 0, (4.59)

та нестiйким, коли

κ < −9

8
. (4.60)

Оскiльки при довiльному κ, вектори J та x1 спiвнапрямленi та J ор-

тогональний площинi в якiй знаходяться x2,x3,x4 тому для дослiдження

стiйкостi в даному випадку зручно скористаємось координатним методом.

Нехай ez = J

||J|| . Для спрощення викладок, покладемо r = 1. В змiшанiй

системi координат (4.43) дослiджуване положення рiвноваги має коорди-

нати

(xn, yn, zn) = (0, 0, 1),

(z1, φ1) = (0, 0),

(z2, φ2) = (0,
2π

3
),

(z3, φ3) = (0,
4π

3
).

Функцiонал енергiї-моменту в данiй системi координат

Hµe
=

1

4π

(

∑

16i<j63

ln[2(1 − zizj −
√

1 − z2
i

√

1 − z2
i cos(φi − φj)]+

+κ

3
∑

i=1

ln[2(1− (xn cosφi + yn sinφi) − zi

√

1 − x2
n − y2

n)]

)

−

−ω
(

κ
√

1 − x2
n − y2

n +
3
∑

i=1

zi

)

. (4.61)
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Прирiвнявши нулю одну iз перших варiацiй Hµe
в положеннi рiвноваги,

отримаємо

ω = −κ.

Друга варiацiя Hµe
в положеннi рiвноваги має вигляд

D2Hµe
=

=





































−4
3

2
3

2
3

0 0 0 0 −κ
2
3 −4

3
2
3 0 0 0

√
3κ
2

κ
2

2
3

2
3 −4

3 0 0 0 −
√

3κ
2

κ
2

0 0 0 −2
3
− κ −2

3
−2

3
−κ 0

0 0 0 −2
3 −2

3 − κ −2
3

κ
2 −

√
3κ
2

0 0 0 −2
3 −2

3 −2
3 − κ κ

2

√
3κ
2

0
√

3κ
2 −

√
3κ
2 −κ κ

2
κ
2 −3κ

2 − κ2 0

−κ κ
2

κ
2 0 −

√
3κ
2

√
3κ
2 0 −3κ

2 − κ2





































.

Оскiльки отримана матриця має циклiчнi блоки [11], вибравши базис Txe
P

у виглядi





































x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8





































=





































1 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0

0 sin 2π
3

sin 4π
3

0 0 0 0 0

0 0 0 1 cos 2π
3 cos 4π

3 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

1 cos 2π
3 cos 4π

3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 sin 2π
3 sin 4π

3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1









































































φ1

φ2

φ3

z1

z2

z3

xn

yn





































=
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=





































1 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0

0
√

3
2 −

√
3

2 0 0 0 0 0

0 0 0 1 −1
2 −1

2 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

1 −1
2 −1

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0
√

3
2 −

√
3

2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1









































































φ1

φ2

φ3

z1

z2

z3

xn

yn





































,

матриця D2Hµe
спроститься до вигляду

D2Hµe
|(x1,..,x8) =





































0 0 0 0 0 0 0 0

0 −6 − 3κ 0 0 0 0 0 0

0 0 −3 0 3κ
2 0 0 0

0 0 0 −3κ
2 −3κ

2 0 0 0

0 0 3κ
2 −3κ

2 −3κ
2 − κ2 0 0 0

0 0 0 0 0 −3 0 −3κ
2

0 0 0 0 0 0 −3κ
2

−3κ
2

0 0 0 0 0 −3κ
2 −3κ

2 −3κ
2 − κ2





































.

Нульове власне значення вiдповiдає нейтрально стiйкому напрямку (на-

прямку дотичному до орбiти SO(2)). Оскiльки матриця

D1 =









−3 0 3κ
2

0 −3κ
2

−3κ
2

3κ
2 −3κ

2 −3κ
2 − κ2









може бути тiльки вiд’ємно визначеною (перший головний мiнор вiд’ємне

число), тому положення рiвноваги буде стiйким за умови, коли другий го-

ловний мiнор D1 додатнiй, третiй - вiд’ємний та −6 − 2κ < 0. Тому маємо

наступну систему нерiвностей, яка задає умови стiйкостi положення рiвно-
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ваги














−6 − 2κ < 0,

9κ
2 > 0,

−9κ3

8 < 0.

(4.62)

Розв’язком даної системи є iнтервал κ ∈ (0,∞), який задає область нелi-

нiйної стiйкостi.

Матриця L2N лiнеаризованої навколо положення рiвноваги системи, має

вигляд

L2N =





































0 0 0 −2
3 − κ −2

3 −2
3 −κ 0

0 0 0 −2
3 −2

3 − κ −2
3

κ
2 −

√
3κ
2

0 0 0 −2
3

−2
3

−2
3
− κ κ

2

√
3κ
2

4
3 −2

3 −2
3 0 0 0 0 κ

−2
3

4
3

−2
3

0 0 0 −
√

3κ
2

−κ
2

−2
3 −2

3
4
3 0 0 0

√
3κ
2 −κ

2

−1 1
2

1
2 0 −

√
3

2

√
3

2 0 −3
2 − κ

0 −
√

3
2

√
3

2
1 −1

2
−1

2
3
2

+ κ 0





































.

Характеристичне рiвняння даної матрицi має наступний вигляд

det(L2N − λE) = λ2(λ2 + κ2)(4λ4 + (9 + κ)λ2 + κ2) = 0. (4.63)

Рiвняння (4.63) буде мати коренi з позитивною дiйсною частиною тiльки у

випадку, коли рiвняння

4λ4 + (9 + κ)λ2 + κ2 = 0, (4.64)

матиме коренi з позитивною дiйсною частиною. Розв’язками бiквадратного

рiвняння (4.64) є

λ = ±
√

−9 − 4κ± 3
√

9 + 8κ

2
√

2
.

Оскiльки −9 − 4κ ± 3
√

|9 + 8κ| < 0 при k 6= 0, тому коренi будуть мати

додатною дiйсну частину тiльки при 9+8κ < 0, що й доводить твердження

теореми.
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Зауваження 4.2. Результат про нелiнiйну стiйкостi положення рiвнова-

ги повнiстю узгоджується з [11].

Зауваження 4.3. Оскiльки про проходженнi k = −9
8 система переходить

з лiнiйно стiйкої до лiнiйно нестiйкої, дане значення параметра є точку бi-

фуркацiї Гамiльтона-Хопфа. При κ = 0 ми отримуємо конфiгурацiю трьох

рiвновiддалених вихорiв в екваторiальнiй площинi, яка була дослiджена в

попередньому параграфi.

4.3.3. Стiйкiсть правильних багатогранникiв. Дослiдимо стiй-

кiсть положень рiвноваги у формi правильних та напiвправильних багато-

гранникiв. Для спрощення викладок, у випадку рiвних iнтенсивностей, не

обмежуючи загальностi, можна покласти Γi = 1, i = 1, .., N .

Користуючись методом енергiї-моменту в цилiндричних координатах

доведемо наступнi твердження:

4.6. У випадку рiвних iнтенсивностей положення рiвноваги у формi

тетраедра, октаедра та iкосаедра – нелiнiйно стiйкi.

Оскiльки данi положення вiдносної рiвноваги є фiксованими виродже-

ними положеннями рiвноваги (J = 0), для дослiдження стiйкостi скориста-

ємось початковою нерухомою системою координат в якiй гамiльтонiан має

вигляд (4.39). Власнi значення матрицi приведено в таблицi 4.1. Групою

симетрiй, яка не змiнює данi положення рiвноваги, є група SO(3) (довiль-

не обертання сфери не порушує положень рiвноваги). Дотичний простiр до

орбiти даної групи є тривимiрним, що й пояснює наявнiсть трьох нульових

власних значень. Всi власнi значення, якi вiдповiдають трансверсальним

напрямкам, є вiд’ємними, тому згiдно з теоремою 4.3, дослiджуванi поло-

ження рiвноваги є стiйким.

4.7. У випадку рiвних iнтенсивностей положення рiвноваги у формi

куба, додекаедра, кубооктаедра та iкосододекаедра – нестiйкi.

Оскiльки данi положення вiдносної рiвноваги також є фiксованими ви-
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Таблиця 4.1

Координати вершин та власнi значення матрицi других похiдних для

стiйких конфiгурацiй.

Координати вершин (z0,φ0) Власнi значення матрицi H2N

Тетраедр (N=4)
(

(−1)k 1√
3
, πk

2

)

, k = 0, .., 3 −9
4 , −21

16 ,−21
16,−9

8 ,−1
2 ,0,0,0

Октаедр (N=6)
(

1√
2
, 0
)

,
(

1√
2
, π
)

,
(

− 1√
2
, 0
)

−4,−9+
√

41
4

,−9+
√

41
4

,−3
2
,−3

2
,−5

4
,

−
(

1√
2
, π
)

,
(

0, π
2

)

,
(

0, 3π
2

)

−9−
√

41
4 ,−9−

√
41

4 ,−1
4 , 0, 0, 0

Iкосаедр (N=12)
(

(−1)k

√

5+
√

5
10 , (−1)l π

2

)

, Числовi наближення власних значень:
(

(−1)k

√

5−
√

5
10 , (1 − (−1)l)π

2

)

, -23.8462, -22.9415, -17.8963, -12.0918,
(

0, (−1)k+1 arccos

√

5−
√

5
10 + -9.73771, -9.69726, -9.03378, -5.9006,

+(1 − (−1)l)π
2

)

, -5.59474, -5.0765, -4.70151, -3.51885,

-2.8623, -2.44798, -2.22719, -1.22744,

-1.19444, -0.877398, -0.680072,

-0.551888, -0.281533

родженими положеннями рiвноваги (J = 0), згiдно з наведеними вище мiр-

куваннями гамiльтонiан має вигляд (4.39). Координати вершин та власнi

значення матрицi приведенi у таблицi 4.2. Серед власних значень кожної

конфiгурацiї присутнi такi, у яких дiйсна частина додатна, тому приведенi

конфiгурацiї нестiйкi.

4.8. Положення рiвноваги у формi антисиметричного куба та куба з

кiльцями вихорiв протилежної iнтенсивностi – нестiйкi.

В даних положеннях рiвноваги не всi iнтенсивностi рiвнi мiж собою.

Не обмежуючи загальностi, покладемо Γi = 1,Γj = −1, i = 1, .., 4, j =
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Таблиця 4.2

Власнi значення лiнеаризованої системи для нестiйких конфiгурацiй.

Багатогранник Власнi значення матрицi L2N

Куб (N = 8) i
√

3, i
√

3, i
√

3,−i
√

3,−i
√

3,−i
√

3,−
√

15
4 ,−

√
15
4 ,

√
15
4 ,

√
15
4 , 0, 0, 0, 0, 0, 0

Антисиметричний куб (N = 8) Числовi наближення власних значень:

-1.50425, -1.50425, 1.50425, 1.50425,

1.41833, -1.41833, 1.41833, -1.41833,

0.986012i, - 0.986012i, 0.986012i,

-0.986012i, 0.809152, -0.809152, 0, 0

Куб з 2 кiльцями вихорiв Числовi наближення власних значень:

протилежної iнтенсивностi (N = 8) -2.44949, 2.44949, -1.92953, -1.92953,

1.92953, 1.92953, 1.2137 i, 1.2137i,

-1.2137i, -1.2137i, 0.75i, 0.75i,

-0.75i, -0.75i, 0, 0

Додекаедр (N = 20) Числовi наближення власних значень:

4.66871i, -4.66871i, 4.66871i, -4.66871i,

4.66871i, -4.66871i, 4.66871i, -4.66871i,

4.6614i, -4.6614i, 4.6614i, -4.6614i,

4.6614i,-4.6614i, 4.6614i, -4.6614i,

4.6614i, -4.6614i, 3.12812, -3.12812,

3.12812, -3.12812, 3.12812, -3.12812,

2.72398, -2.72398, 2.72398, -2.72398,

2.72398, -2.72398, 2.72398, -2.72398,

2.72398, -2.72398, 0, 0, 0, 0, 0, 0

5, ..8. . Данi положення вiдносної рiвноваги не є виродженими положеннями

рiвноваги (J 6= 0), тому всi вихорi будуть обертатись навколо вектора J.

Виберемо систему координат, у якiй вектор J спiвнапрямлений з додатнiм
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Таблиця 4.3

Власнi значення лiнеаризованої системи для нестiйких конфiгурацiй.

Багатогранник Власнi значення матрицi L2N

Кубооктаедр (N = 12) 2i
√

134
9 , 2i

√
134

9 ,

2i
√

134
9 ,−2i

√
134

9 ,−2i
√

134
9 ,

−2i
√

134
9 ,−

√
37
3 ,

√
37
3 , i

√
35

3 ,

i
√

35
3 ,− i

√
35

3 ,− i
√

35
3 , 2i

√
2

3 ,

2i
√

2
3
, 2i

√
2

3
,−2i

√
2

3
,−2i

√
2

3
,

−2i
√

2
3 , 0, 0, 0, 0, 0, 0

Iкосiдодекаедр (N = 30) Числовi наближення власних значень:

7.15642i, -7.15642i, 7.15642i, -7.15642i,

7.15642i, -7.15642i, 6.80416, -6.80416,

6.80416, -6.80416, 6.80416, -6.80416, 6.57547i,

-6.57547i, 6.57547i, -6.57547i, 6.57547i, -6.57547i,

6.57547i, -6.57547i, 6.57547i, -6.57547i, 5.98329,

-5.98329, 5.98329, -5.98329, 5.98329, -5.98329,

5.98329, -5.98329, 5.87649i, -5.87649i, 5.87649i,

-5.87649i, 5.87649i, -5.87649i, 2.76964i, -2.76964i,

2.76964i, -2.76964i, 2.76964i, -2.76964i, 2.76964i,

-2.76964i, 2.38582i, -2.38582i, 2.38582i, -2.38582i,

2.38582i, -2.38582i, 2.38582i, -2.38582i, 2.38582i,

-2.38582i, 0, 0, 0, 0, 0, 0

напрямком осi Oz.

Як було зазначено вище, для дослiдження стiйкостi системи, потрiбно

перейти до системи координат, яка обертається разом з вихорами. Гамiль-

тонiан у данiй рухомiй системi координат має вигляд (4.40). Оскiльки поло-

ження рiвноваги є критичними точками Hµe
, значення кутової швидкостi
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ω для кожної з конфiгурацiй можна знайти як розв’язок рiвняння

∂Hµe

∂z1
|(z0,φ0) = 0. (4.65)

Для антисиметричного куба отримаємо

ω =
41
√

3

112π
. (4.66)

Для куба з кiльцями вихорiв протилежної iнтенсивностi

ω =
3
√

2

8π
. (4.67)

Оскiльки Hµe
лiнiйно залежить вiд координат, маємо наступну рiвнiсть

D2Hµe
= D2H, (4.68)

тобто друга варiацiя гамiльтонiана не змiниться при переходi до рухомої

системи координат. Власнi значення матрицi L2N приведенi у таблицях 4.2

та 4.3. Серед власних значень даних конфiгурацiй присутнi такi, у яких

дiйсна частина додатна, тому дослiджуванi конфiгурацiї нестiйкi.

Зауваження 4.4. Наведенi вище результати, щодо стiйкостi положень

рiвноваги у формi тетраедра, октаедра, iкосаедра, та нестiйкостi куба та

додекаедра повнiстю узгоджуються з результатами роботи [28]. Нестiйкiсть

положень рiвноваги у формi антисиметричного куба та куба є частинними

випадками аналiзу стiйкостi кiльцевих пар розглянутих у роботi [31].

Висновки до роздiлу 4

В даному роздiлi:

1. Приведено методи дослiдження стiйкостi гамiльтонових систем з си-

метрiями та розвинено координатнi методи дослiдження стiйкостi си-

метричних положень вiдносної рiвноваги.
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2. Для системи з N точкових вихорiв побудовано функцiонал енергiї та

моменту у векторнiй та координатних формах.

3. Користуючись векторним формалiзмом проведено аналiз стiйкостi

положень вiдносної рiвноваги трьох точкових вихорiв.

4. На основi аналiзу доданкiв третього та четвертого порядку проведе-

но дослiдження стiйкостi положення рiвноваги у формi правильного

трикутника, який лежить у екваторiальнiй площинi.

5. Користуючись векторним формалiзмом отримано областi значень iн-

тенсивностей вихорiв в яких положення вiдносної рiвноваги у формi

тетраедра буде стiйким.

6. Наведено областi лiнiйної та нелiнiйної стiйкостi для положення рiв-

новаги у формi трикутної пiрамiди з правильним трикутником в осно-

вi i прямим кутом при вершинi.

7. Користуючись координатними методами отримано наступнi резуль-

тати, щодо стiйкостi положень вiдносної рiвноваги у формi правиль-

них та напiвправильних багатогранникiв з рiвними iнтенсивностями:

• Тетраедр - стiйке положення рiвноваги

• Октаедр - стiйке положення рiвноваги

• Куб - нестiйке положення рiвноваги

• Антисиметричний куб - нестiйке положення рiвноваги

• Iкосаедр - стiйке положення рiвноваги

• Додекаедр - нестiйке положення рiвноваги

• Кубооктаедр - нестiйке положення рiвноваги

• Iкосiдодекаедр - нестiйке положення рiвноваги

Новими результатами даного роздiлу є:

1. Опис областей стiйкостi у випадку, коли три точкових вихора лежать

у вершинах правильного трикутника в екваторiальнiй площинi.

2. Опис областей стiйкостi у випадку, коли чотири точкових вихора ле-

жать у вершинах тетраедра.
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3. Повний аналiз стiйкостi положення рiвноваги у формi прямокутної

трикутної пiрамiди з правильним трикутником в основi.

4. Стiйкiсть положень рiвноваги у формi напiвправильних багатогран-

никiв: кубооктаедра та iкосододекаедра.
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ВИСНОВКИ

З наведеного у роздiлi 1 огляду можна зробити висновок, що задача до-

слiдження стiйкостi є досить актуальною i на час написання дисертацiйної

роботи до кiнця не вивченою. Все ще залишається вiдкритим питання кла-

сифiкацiї можливих положень рiвноваги. Симетричнi конфiгурацiї є най-

бiльш вивченими. При дослiдженнi таких систем використовуються методи

сучасної диференцiальної геометрiї, а бiльш точнiше методи геометричної

механiки. Використання даних методiв дозволяє отримувати результати

щодо стiйкостi вiдносних положень рiвноваги без необхiдностi переходу до

рухомих систем координат.

Продемонстрований у роздiлi 2 метод виведення рiвнянь руху точко-

вих вихорiв на сферi може бути узагальнений на випадок бiльш складної

двовимiрної поверхнi, Зокрема, можна отримати рiвняння руху точкових

вихорiв на поверхнi елiпса, який бiльш точно вiдображає геометрiю нашої

планети. Але оскiльки модель точкових вихорiв разом з припущеннями

двовимiрної течiї дають немалу похибку при описi геоатмосферних явищ,

тому перехiд вiд сфери до елiпса якiсно не змiнить результатiв. Щодо рiв-

нянь руху точкових вихорiв, важливо також вiдмiтити, що хоча на перший

погляд вони представляють собою чисто кiнематичнi умови руху точки, в

якiй знаходиться вихор, проте як можна бачити з процедури виведення,

цi рiвняння виражають динамiчнi закони руху. Данi закони отримуються з

рiвнянь Ейлера, котрi описують динамiчну поведiнку iдеальної нестисливої

рiдини.

У роздiл 3 знайдено i класифiковано положення фiксованої та вiдно-

сної рiвноваги для трьох та чотирьох точкових вихорiв. Оскiльки у випад-
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ку трьох вихорiв опис їх руху є iнтегровною задачею, тому опис положень

рiвноваги є значним кроком в описi динамiки руху системи. Для чотирьох

вихорiв, задача iнтегровна тiльки у випадку, коли вектор моменту завихре-

ностi рiвний 0, що говорить про можливiсть iснування хаотичних режимiв.

Приведений у третьому роздiлi критерiй рiвноважностi конфiгурацiї до-

зволяє розробити чисельнi методи для пошуку положень рiвноваги точко-

вих вихорiв на сферi.

Проведений у четвертому роздiлi аналiз стiйкостi конфiгурацiй трьох

та чотирьох вихорiв показує, що при невеликiй кiлькостi вихорiв iснують

непустi областi стiйкостi та нестiйкостi. Подальший аналiз стiйкостi си-

метричних конфiгурацiй показує, що хоча навiть за наявностi додаткової

симетрiї в системi, з ростом числа вихорiв кiлькiсть стiйких конфiгурацiй

зменшується.

Використанi у четвертому роздiлi методи, можуть бути узагальненi на

випадок довiльної гамiльтонової системи з компактною групою симетрiй.
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Додаток А

Достатнi умови виродженого строгого екстремуму

Лема А.1 (Необхiдна умова виродженого строгого екстрему-

му). Нехай f ∈ Cp(Rn), p > 4 та xe ∈ R
n - є критичною точкою даної

функцiї (Df |xe
= 0). Нехай далi ei ∈ R

n - базис простору R
n та f такi,

що

δf(δx) = f(xe + δx) − f(xe) = (А.1)

= f(xe + δx1e1 + . . .+ δxnen) − f(xe) =

=
m
∑

i=1

aiiδ
2xi +

n
∑

i,j,k=1

aijkδxiδxjδxk +

+
n
∑

i,j,k,l=1

aijklδxiδxjδxkδxl + o(||δx||2),

де m < n та aii = ∂2f(xe)
∂x2

i

, aijk = ∂3f(xe)
∂xi∂xj∂xk

, aijkl = ∂4f(xe)
∂xi∂xj∂xk∂xl

. Якщо квадра-

тична форма

F =
m
∑

i=1

aiiy
2
i +

∑

i∈Sc

n
∑

j,k=m+1

(
∑

I∈S(i,j,k)

aI)yiyjk +

+
n
∑

i,j,k,l=m+1

(
∑

I∈S(i,j,k,l)

aI)yijykl,

Sc = {si}i=1,...|Sc| =

= {1, . . . , m} ∪ {i > m|
∑

I∈S(i,j,k)

aI 6= 0, ∀k, l : m < j 6 n,m < k 6 n},

(S(i, j, k) та S(i, j, k, l) - множини перестановок iндексiв i, j, k та i, j, k, l,

вiдповiдно) є невиродженою та знаковизначеною, то точка xe є точкою

строгого локального екстремуму.



111

Доведення. Не обмежуючи загальностi допустимо, що квадратична фор-

ма F є додатно визначеною, тобто власнi значення вiдповiдної матрицi є

строго додатними дiйсними числами та iснує невироджена замiна змiнних

z = Cy,

де y = (ys1
, . . . , ys|Sc|

, y(m+1)(m+1), y(m+1)(m+2), . . . , ynn) ∈ R
N , z ∈ R

N , що

приводить форму (А.2) до вигляду

F =
N
∑

i=1

z2
i .

Тодi використавши спочатку замiну δxi = yi, δxiδxj = yij, а потiм y = C−1z

отримаємо, що розклад (А.1) можна записати у змiнних zi у формi

δf(δx) = δf̂(z) =
N
∑

i=1

z2
i + o(||z||2).

Оскiльки довiльному напрямку δx0 6= 0 вiдповiдає ненульовий вектор z0

з означення o(·) маємо, що iснує τ0 = τ0(δx0), 0 < τ0 < 1, таке, що

δf̂(θz0) > 0, ∀0 < θ < τ0. Тодi τ0δx0 6= 0 буде вiдповiдати z1 6= 0 такий,

що ||z1|| < ||τ0z0||. Тому δf(τ0x0) = δf̂(z1) > 0.

Оскiльки сфера в R
n є компактною множиною та τ(δx) > 0, ∀δx , маємо

τmin = inf
δx∈Rn

τ(δx) = inf
||δx||=1

τ(δx) > 0.

Тобто iснує окiл U = {||δx|| = τmin} початку координат такий, що δf(δx) > 0,

∀δx ∈ U .
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in einer kügeläche / E. Zermelo // Z. Math. Phys. — 1902. — Vol. 47. —

Pp. 201–237.

50. Алексеенко, С. В. Введение в теорию концентрированных вихрей /

С. В. Алексеенко, П. А. Куйбин, В. Л. Окулов. — Новосибирск: Инст.

теплофизики СО РАН, 2003. — 504 с.

51. Арнольд, В. И. Об одной априорной оценке теории гидродинамиче-

ской устойчивости / В. И. Арнольд // Изв. вузов, сер. математика. —

1966. — № 5. — С. 3–5.

52. Арнольд, В. И. Математические методы классической механики /

В. И. Арнольд. — 2 изд. — М.: Наука, 1979. — 472 с.

53. Богомолов, В. А. Динамика завихренности на сфере / В. А. Богомо-

лов // Изв. АН СССР, Механика жидкости и газа. — 1977. — Т. 6. —



117

С. 57–65.

54. Богомолов, В. А. Модель колебаний центров действия атмосферы /

В. А. Богомолов // Физика атмосферы и океана. — 1979. — Т. 15, № 3. —

С. 243–249.

55. Богомолов, В. А. О двумерной гидродинамике на сфере / В. А. Бого-

молов // Физика атмосферы и океана. — 1979. — Т. 15, № 1. — С. 29–35.

56. Борисов, А. В. Диссертация Э. Цермело о вихревой гидродинамике на

сфере / А. В. Борисов, Л. А. Газизуллина, С. М. Рамоданов // Нели-

нейная динамика. — 2008. — Т. 4, № 4. — С. 497–513.

57. Борисов, А. В. Редукция и хаотическое поведение точечных вихрей на

плоскости и сфере / А. В. Борисов, А. А. Килин, И. С. Мамаев //

Нелинейная динамика. — 2005. — Т. 1, № 2. — С. 233–246.

58. Борисов, А. В. Новая интегрируемая задача о движении точечных вих-

рей на сфере / А. В. Борисов, А. А. Килин, И. С. Мамаев // Нелинейная

динамика. — 2007. — Т. 3, № 2.

59. Борисов, А. В. Математические методы динамики вихревых структур /

А. В. Борисов, И. С. Мамаев. — М.-Ижевск: Институт компьютерных

исследований, 2005. — 368 с.

60. Бэтчелор, Д. Введение в динамику жидкости / Д. Бэтчелор. — М.:

Мир, 1973.

61. Вилля, А. Теория вихрей / А. Вилля. — М.-Л.: ОНТИ, 1936. — 266 с.

62. Голубева, О. В. К вопросу о движении цепочек вихрей и вихреисточ-

ников на поверхности сферы / О. В. Голубева // Доклады Академии

Наук. — 1949. — Т. 65, № 5. — С. 653–656.

63. Громека, И. С. О вихревых движениях жидкости на сфере. Собрание

протоколов заседания секции физ.-мат. общества естествоиспытателей

при Казанском университете. Заседание 45, 13 апреля 1885. См. кн.

Громека И. С. Собр. соч / И. С. Громека. — М.: АН СССР, 1952. —

295 с.



118

64. Кирхгоф, Г. Механика. Лекции по математической физике / Г. Кирх-

гоф. — М.: АН СССР, 1962. — 403 с.

65. Козлов, В. В. Общая теория вихрей / В. В. Козлов. — Ижевск: Изд.

Удмур. универ., 1998. — 238 с.

66. Кочин, Н. Е. Векторное исчисление и начала тензорного исчисления /

Н. Е. Кочин. — М.: Из. АН СССР, 1961.

67. Куракин, Л. Г. О нелинейной устойчивости правильных вихревых мно-

гоугольников и многогранников на сфере / Л. Г. Куракин // Доклады

Академии Наук. — 2003. — Т. 388, № 4. — С. 482–487.

68. Ламб, Г. Гидродинамика / Г. Ламб. — М.: Гостехиздат, 1947.

69. Лойцанский, Л. Г. Механика жидкости и газа / Л. Г. Лойцанский. —

М.: Наука, 1970.

70. Ляпунов, А. М. Общая задача об устойчивости движения / А. М. Ля-

пунов. — М.: Гостехиздат, 1950. — 473 с.

71. Мелешко, В. В. Динамика вихревых структур / В. В. Мелешко,

М. Ю. Константинов. — Киев: Наук. думка, 1993. — 283 с.

72. Мелешко, В. В. Динамiка точкових вихорiв на сферi / В. В. Меле-

шко, П. К. Ньютон, В. В. Островський // Прикладна гiдромеханiка. —

2009. — Т. 11, № 3. — С. 57–63.

73. Мелешко, В. В. Стiйкiсть конфiгурацiй точкових вихорiв на сферi /

В. В. Мелешко, П. К. Ньютон, В. В. Островський // Математичнi

методи та фiзико-механiчнi поля. — 2009. — Т. 52, № 3. — С. 87–103.

74. Мелешко, В. В. Динамiка точкових вихорiв на сферi / В. В. Мелешко,

В. В. Островський // Вiсник КУ. — 2007. — Т. 3. — С. 23–28.

75. Милн-Томпсон, Л. М. Теоретическая гидродинамика / Л. М. Милн-

Томпсон. — М.: Мир, 1964.

76. Новиков, Е. А. Динамика и статистика системы вихрей / Е. А. Нови-

ков // ЖЭТФ. — 1975. — Т. 68, № 5. — С. 1868–1882.



119

77. Пуанкаре, А. Теория вихрей / А. Пуанкаре. — Ижевск: Изд. РХД,

2001. — 160 с.

78. Седов, Л. И. Механика сплошной среды / Л. И. Седов. — М.: Наука,

1970. — Т. 1-2.

79. Сэффмэн, Ф. Д. Динамика вихрей / Ф. Д. Сэффмэн. — М.: Научный

мир, 2000. — 376 с.

80. Цермело, Е. Гидродинамические исследования вихревых движений

Гидродинамические исследования вихревых движений на поверхности

сферы / Е. Цермело // Нелинейная динамика. — 2007. — Т. 3, № 1. —

С. 81–109.

81. Четаев, Н. Г. Устойчивость движения / Н. Г. Четаев. — Л.: Гостехиз-

дат, 1946. — 176 с.


